CAPITULO 7

Espacios vectoriales

7.1 Preliminares

Definiciéon 7.1.1 (Cuerpo) Sea K un conjunto y sean + y - dos operaciones binarias internas defi-
nidas sobre K, llamadas suma y producto respectivamente. Diremos que K, con estas operaciones,
es un cuerpo si se satisfacen los siguientes axiomas:

1. Ve,y,z€ K, z+y+2)=(x+y)+=z Asociatividad de +
2. Ve,ye K, x4+y=y+zx. Conmutatividad de +
3. ek, VeeK, z4+0==zx. Elemento neutro para +
4. VreK, I—zeK, x4 (—x)=0. Simétrico
5. Vr,y,z€K, z-(y-2)=(x-y)-z. Asociatividad de -
6. A1eK, Ve eK, 1l-z=x-1=u=z. Elemento neutro para -
7 Ve eK,x#0, I leK, z-al=2"1 2=1. Inverso de x

8 Vx,y,z€K, z-(y+z)=x-y+z-2 N (z+y)-z=z-2+y-2.

Distributividad de - respecto de la suma +
9. Diremos que K es un cuerpo conmutativo, si ademds se satisface:

Ve,yeK, z-y=y-z.

Observaciones:

1. Escribiremos la terna (K, 4, ) para indicar que el conjunto K con las operaciones + y - es un
cuerpo.

2. Los conjuntos Q, R y C de los nameros racionales, reales y complejos respectivamente, constituyen
cuerpos conmutativos con las operaciones de suma y producto usuales.
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Definiciéon 7.1.2 (Espacio vectorial) Sean V un conjunto, K un cuerpo y

+:VxV =V
(z,y) = = +y,

una operacion binaria interna llamada suma,

S KxV >V

(o, ) — ax,

una operacion binaria externa llamada producto por escalar.

Diremos que V' con las operaciones + y - es un espacio vectorial sobre K o un K-espacio
vectorial, si:

1. Vz,y,z€V, z+y+z2) =(@x+y)+ =z

2.Vx,yeV, x+y=y+=x.

3. 30, € V (vector nulo) para+, tal que, x4+ 60, =x,Yx € V.

4. NxeV,I—zeV, z+(—x)=0,.

5. VYo, e K\Ve eV, a(fz)=(af)z.

6. Va e K\Ve,y eV, alz+y) =ar+ay.

7. Vo, e KVz eV, (a+ f)xr=ax+ fz.

8. VYreV, 1-x=ux, donde 1 es el elemento unidad de K.

Observaciones:

1. Los elementos de V' se denominan vectores y los elementos de K, escalares.
2. Del axioma 3 se concluye que V' # ¢.

3. Si K = R, diremos que V es un espacio vectorial real. Si K = C, diremos que V es un espacio

vectorial complejo.

4. Cualesquiera sean los vectores x e y de V', x4 (—y) se escribe como x —y y se llama diferencia

entre x e y.

7.2 Propiedades de los espacios vectoriales

Teorema 7.2.1 Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Entonces

1. El elemento neutro 8, para la operacion suma, es 1Unico.
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2. Para cada x € V existe un unico simétrico (inverso aditivo) —x € V.

3. Ley de cancelacion

Ve,y,ze€V, c+y=ac+z=>y==z2
4. Para todo x € V,0-x = 0,.
5. Para todo a € K, o+ 0, = 0,.
6. Para todo o € K, para todo x € V, (—a) -z = —(a - x).
7. Para todo a € K, para todo x €V, a-z =0, (a =0V z =0,).
Ejemplo 7.2.1 1. Sea K un cuerpo, entonces K es un espacio vectorial sobre si mismo, lo cual se
sigue trivialmente de las propiedades de cuerpo.

2. Consideremos el conjunto R™ de todas las n-uplas de nimeros reales, es decir:
V=R"={(x1,22,...,2p) :x; ERi=1,...,n.},
R™ es un R-espacio vectorial con las siguientes operaciones
+: R"xR" - R"
(1,22, -, Tn) + (Y1, Y2, -+ Yn) = (@1 + Y1, T2 + Y2, -+, T+ Yn)
: RxR" —» R"”

a(ry, T2, ..., xy) = (X1, e, .. ., QL)

3. Si en R? se definen la suma como en el ejemplo anterior y el producto por escalar como sique:

.t RxR%2 = R?

a(zy, xe) = (axy, z2),

Luego R? con estas operaciones no es un espacio vectorial.

4. El simbolo KX denota el conjunto de todas las funciones con dominio un conjunto X # ¢ y
codominio en el cuerpo K, es decir

KX = {f|f: X > K}

En KX definimos la suma de funciones y el producto de un escalar por una funcién como sigue.

Si f y g son dos elementos cualesquiera de KX, entonces:

f+g:X =K
(f+9)(z) = f(z)+g(z), VreX.
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St « es cualquier escalar en K y f cualquier elemento de K , entonces:

af : X - K
(af)(z) =af(z), VrelX.
(KX, +, ) un K-espacio vectorial.

5. El conjunto Myxm(K) de las matrices de orden n x m con elementos en el cuerpo K y con las
operaciones de suma y producto por un escalar usuales, es un K-espacio vectorial. Los vectores
de este espacio son matrices.

7.3 Subespacio vectorial

Definicion 7.3.1 Sea V' un K-espacio vectorial y S un subconjunto de V. Diremos que S es un subes-
pacio vectorial de V, si S es un espacio vectorial sobre K con las mismas operaciones de suma y
producto por escalar definidas en V.

Observacion: Cualquiera sea el espacio vectorial V', tanto {6, } como V son subespacios de V' llamados
subespacios triviales.

Teorema 7.3.1 Sea V un espacio vectorial sobre K. Diremos que S C V es subespacio vectorial de
V' siy solo si

1. S#0
2. si para cualquier x,y € S, se cumple que t+y € S y

3. siAeKyxzelS, entonces Ax € S.

Ejemplo 7.3.1 1. Sea S = {( “ Z
c

) EM(R):a=bAc= —d}, S es un subespacio del espa-
cio vectorial Ma(R).

2. Sea S ={(x,y,2) ER®:x+y+2=1}. S no es subespacio vectorial de R3.

3. El conjunto V. = Cjo1(R) de las funciones reales continuas sobre [0,1] es un subespacio del
espacio vectorial ROV de las funciones de [0,1] en R.

4. Sea A € Myyn(K). Siz = (x1,...,2,) € K", entonces Ax denotard la multiplicacion de A por
la matriz columna formada por x1,...,x,, es decir

1
Ar = A

Tn
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Sea
S={zeK": Az =0}.

Es decir, S es el subconjunto de K™ de las soluciones del sistema Ax = 0. Entonces, S es un

subespacio vectorial de K".

7.3.1 Interseccién de subespacios
Teorema 7.3.2 5i .S y T son dos subespacios vectoriales de un mismo K-espacio vectorial V', entonces
la interseccion de S y T, SNT, es un subespacio vectorial de V.

Demostracion: Hacer en clase.

1. SNT # ¢.
2. SNT es cerrado para la suma.

3. SNT es cerrado para multiplicacion por escalar.

7.3.2 Unidén de subespacios

En general la unién de subespacios no es un subespacio vectorial. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.3.2 1. Sean S = {(z,y) € R?* : y = 22} y T = {(z,y) € R? : y = £} subespacios
vectoriales. Luego uw = (1,2) € S, por lo tanto w € SUT. Andlogamente, v = (2,1) € T, por lo
tanto v € SUT. Pero, u+v = (3,3) ¢ S y (3,3) ¢ T. Luego, u+v ¢ SUT. Por lo tanto SUT

no es un subespacio vectorial.

Teorema 7.3.3 Si S y T son subespacios de un K-espacio vectorial V', entonces S UT es subespacio
sty solost SCTVT CS.

7.3.3 Suma de espacios vectoriales

Sean S y T dos subespacios del mismo K-espacio vectorial V', se llama suma de S y T al conjunto

S+T={veV:iv=s+t,sec SAteT}.

Teorema 7.3.4 S+ T es un subespacio vectorial de V.

Demostracion: Hacer en clase.

Observacion: Si SNT = {0, }, la suma S + T se llama suma directa y se escribe S & T
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Ejemplo 7.3.3 1. Sea
S={(z,y,2) €ER®:y=2=0} = {(2,0,0) : € R},
S es el subespacio representado por el eje X, y
T={(z,y,2) €ER®: 2 =0} = {(0,y,2) : y, 2 € R}.
El subespacio T es el plano coordenado Y Z. Muestre que S @ T = R3.

2. En'V = M2(R), consideremos los subespacios

sz{<‘; Z)EMg(R):b:c:O},
a b
ro{(4 ) cminman)

Calcule S + T y muestre que S + T no es suma directa.

3. Sean S ={Ae M,(R): A=A} yT ={A e M,(R): A= —A'}. Muestre que M, (R) = S®T.

7.3.4 Combinaciones lineales. Dependencia e independencia lineal

Definiciéon 7.3.2 (Combinacioén lineal) Sean, V' un K-espacio vectorial, x1,...,x, vectores de V.
El vector © es combinacion lineal (C.L.) de x1,...,x, si existen escalares aq,. .., oy € K tales que

r=Q1T1+ "+ QpTy.

Observacion: El vector nulo es C.L. de cualquier conjunto de vectores.

Ejemplo 7.3.4 1. Decidir si p(t) = t>—2t+3 es C.L. de p1(t) = (t—1)2, po(t) = 5t+1, p3(t) = 5.

2 -1 1 —4
2. Investigar si A = 0 es C.L de las matrices A1 = 0 , Ay = 0 y Ag =
20 4 0 2 8 0

1/4
( S/Q (/) ) Respuesta: Si (de infinitas maneras).

Teorema 7.3.5 Sean V' un K-espacio vectorial y A = {v1,ve,...,v,} C V. El conjunto de todas las
combinaciones lineales de vectores de A es un subespacio vectorial de V.

,
S:{mGV:x:Zaivi,aiEK,izl,...,r}.
i=1

El subespacio S se llama subespacio generado por A o subespacio generado por los vectores
V1, ...,0p. Los vectores vy,...,v, se llaman generadores de S.
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Se denota por S = (A) = ({v1,...,v.}). También se dice que v1,...,v, generan al subespacio o
que A es un sistema de generadores de S.

Demostracion: Hacer en clase.

Ejemplo 7.3.5 1. Caracterice el subespacio generado por vi = (0,1,2), vo = (=1,3, —1) y v3 =
(2,-11/2,3).

Solucién: S = {(x,y,z) € R®: 2z — 2y — 7w = 0}.

2. Consideremos el subespacio de las matrices simétricas

S = {(Z i) GMQ(R):a,b,CER}.

Encuentre el conjunto A tal que S = (A).

Respuesta: A = 10 ) 01 , 00 .
0 0 10 0 1

Definiciéon 7.3.3 Sean V' un K-espacio vectorial y A = {v1,...,v.} CV; A es un conjunto lineal-
mente dependiente (L.D.) si existen escalares no todos nulos aq,...,q, € K tales que

avr + -+ vy = 0y,

Si A no es un conjunto L.D. se dice que es linealmente independiente (L.I.).

Definicion 7.3.4 S es un conjunto linealmente independiente si todo subconjunto finito de S es
L.I.
Observaciones:

1. Todo conjunto que consta de un tnico vector distinto del nulo es L.I.

2. Todo conjunto que contiene al vector nulo es L.D.

Ejemplo 7.3.6 1. Muestre que A = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} C R3, es un conjunto L.I.

2. Sea V el espacio de los polinomios de grado menor o igual que 2 con coeficientes reales, donde
0, es el polinomio nulo. Sea A = {3x? — 2z,2% 4+ 1, =3z + 2,22 — 1} C Po(x). Muestre que A es
L.D.

Observaciones:

1. Siwg,...,v; es un conjunto de vectores L.D., entonces uno de los vectores es C.L. de los restantes.
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2. Reciprocamente, si un vector v es C.L. de vy, ..., v, entonces {v,v1,..., v} es L.D.
3. Si el conjunto A = {vy,...,v;} es un sistema de generadores L.D. del espacio vectorial V,

entonces existe v; € A tal que A — {v;} es un sistema de generadores de V.

Definiciéon 7.3.5 (L.I. maximal) Un subconjunto A = {v1,...,v,} del K-espacio vectorial V es L.I.
maximal, si A es L.I. y si AU{w} es L.D., cualquiera sea w € V, w #v;, i =1,...,n.

Ejemplo 7.3.7 A = {(1,0),(0,1)} C R? es un conjunto L.I. mazimal puesto que es L.I. y cualquier
vector de R? se puede escribir como combinacion lineal de los vectores de A. Luego AU {w} es L.D.,
para todo w € R2.

Definiciéon 7.3.6 (Base de V) Sea V' un K-espacio vectorial. A = {v1,...,v,} CV esuna base de
V' si:

1. Aes L.I.

2. A es un sistema de generadores de V.

Teorema 7.3.6 Todo espacio vectorial posee base.

Demostracion: La demostracion del Teorema 7.3.6 no esta al alcance de este curso.

Ejemplo 7.3.8 1. SiV = R3, se puede demostrar facilmente que el conjunto A = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
es L.I. y un sistema de generadores de R3. Por lo tanto, A constituye una base de R3, llamada
base canonica de R3.

2. El conjunto B = {3,x— 1,22 +x} es base del espacio vectorial Pa(x) (polinomios de grado menor

o0 igual a 2, con coeficientes reales).

Teorema 7.3.7 Sea V un K-espacio vectorial generado por un conjunto finito de vectores vi,...,vn,.
Entonces todo conjunto L.I. de vectores de V' es finito y contiene a lo mds n vectores.

Definiciéon 7.3.7 (Dimension de V) Se llama dimension de un K-espacio vectorial V' al nimero
de elementos de una base cualquiera de V. Se denota dim(V'). Si V' consiste unicamente en él vector
nulo, diremos que su dimension es 0.

7.3.5 Listado 5

1. Sean U, V, W, Z los siguientes subespacios de R3.
U={(@,y,2) €R:z+y+2z=0}
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V ={(x,y,2) €eR?: 2 =0},

W ={(0,0,2) e R®: z € R},

Z ={(z,y,2) € R : x = 3y = 22}.

Caracterice los elementos de cada uno de los siguientes espacios:

a) U+V e) UNW
b) U+ W
) ) VAW
c) V4+W
d) W+2Z2 g) UNZ

2. Determine si los siguientes conjuntos son linealmente independientes.
a) {(3,6,1),(2,1,1),(~1,0,—1)} en R3
10 11 11
b R
c) {3 —t2+4t+1, 26832249t -1, 34+6t—5, 2t3—5t2+7t+5} en P3(R)

3. Demuestre que los polinomios {(1—)3, (1 —t)2, (1—t), 1}, generan el espacio de los polinomios
de grado menor o igual que tres.

4. Sean S = {sen? (x),cos? (z),sen (z)cos (z)} y Sz = {1,sen (2z), cos (2x)}. Muestre que los vec-
tores de cada conjunto son L.1.

5. Encuentre una base y determine la dimensién de los siguientes subespacios:

a) Z={(z,y,2) €ER3: 2 — 2y — 32 =0}, g) T={{7—2%2%+1,2%2-1}),
b) Y = {(z,y,z) € R : x = 3y}, ) .
¢) X = {(2,9,2) € R : 62 = 3y = 2}, h) S = ({cos® (z),sin” (z), cos (2x)}),
d) W = {(a,b,c,d) € R : b—2c+d = 0}, Y R— (pePy(R): pl0) = 0).
e) V={(a,bc,d) €R*:a=d,b=2c}
a b b ) Q=1{pePs(R):p(1) =0},
f) U= 0 a c| eM;3R),,
0 d a k) P ={pePs3(R):p(0) =p'(0) =0}

6. Considere el conjunto P(R) con la suma usual de polinomios y la multiplicacién por escalar
definida por
ap(z) = ap'(z),Va € R, Vp(z) € Po(R).

.Es P2(R) un espacio vectorial con estas operaciones?.
7. Considere la ecuacién z — 2y 4+ 3z = 0.

a) Muestre que el conjunto solucion S de esta ecuaciéon es un subespacio de R3.

b) Encuentre una base para S y su dimension.
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8.

10.

11.

12.

13.

Sea V' un K-espacio vectorial y S; = {u,v,w} un subconjunto L.I de V. Demuestre que: Sy =
{u+v,u—v,u—2v+w} es también L.I.

. Considere los siguientes subespacios de R3.

U={(z,1,7) € R : 3 = 24}
V={{-1,2,1),(0,0,1)})
Caracterice los subespacios U +V y UNV.

Encuentre la dimension del subespacio V' = { <a 2) EMyR):a=bAc= d}.
c

Encuentre la dimension del espacio U = {ax? + bz + ¢ € P2(R) : 2b — ¢ = 0}.

¢ b) EMQ(R):a—i-c:O}y
c d

vz{@ 2) EMQ(R):%—d:O}.

a) Caracterice el subespacio U N'V.

b) Es U+ V suma directa?.

Dados los subespacios U = { <

Considere el conjunto S = {(z,y,2) € R3 : 4z + 3y — z = 0} y el subespacio T' de R? generado
por (3,—1,1).

a) Demuestre que S es un subespacio de R3.

b) Determine una base para S 4+ 7'y decida si ésta es una suma directa.



CAPITULO 8

Espacios vectoriales con producto interior

8.1 Espacios vectoriales con producto interior

Definiciéon 8.1.1 (Productor interior) Sea V' un espacio vectorial sobre K. Una aplicacion { , ) :
V xV = K se dice un producto interior sobre V' si verifica:

1. (v,v) >0 YveV, (v,v) =0 v=0.
2. Yvi,vo yw €'V, Va, B €K,

(a1 + Bvg, w) = alvy, w) + B(va, w).

3. (v,w) = (w,v) Yv,weW.

Propiedades 8.1.1 1. De (3) se tiene que
(v,v) = (v,v) Yv eV,
de donde se puede concluir que (v,v) € R.

2. SiK=R y V espacio vectorial sobre R entonces (3) se transforma en

(v,w) = (w,v) Yv,w e V.

3. Ywyi,wy yv €V, Vay,as € K
(v, 1wy + awe) = a1 (v, wr) + az(v, wa).
En particular, st K =R se tiene

(v, w1 + aswz) = o (v, wr) + aa (v, wa).
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Ejemplo 8.1.1 (Producto interior) 1.- Sea V = C" espacio vectorial sobre C.
(,):C"xC"=C
n
v) = u;,
i=1
es un producto interior.

2. Sea Mpym(R),

< ) >3-/\/ln><mX-/\/lnxmﬁR
(A, B) = tr(A'B),

es un producto interior. Donde la traza de una matriz cuadrada A es la suma de los elementos

de la diagonal principal y se denota por tr(A).
3. Sea Crla,b] el espacio vectorial de las funciones continuas de [a,b] en R.

(,):CRrla,b] x Crla,b] = R

/f

es un producto interior.

Definicién 8.1.2 (Norma) Sea V' un espacio vectorial con producto interior, se llama norma del
vector v al numero ||v|| = /(v,v).

Propiedades 8.1.2 Vu,v,w € V y a € K,

1. v =0<v=6.

2. |Jawll = lelv]l-
3. (v, w)| < |v||||w]]- (Desigualdad de Cauchy-Schwartz)
4. Jlu+ ol < Jull + vl (Desigualdad triangular)

Definicion 8.1.3 Sea V' un K-espacio vectorial con producto interior

1. vyw €V, v es ortogonal a w si (v,w) =0.
2. un subconjunto {v1,...,v,} CV es un conjunto ortogonal si (v;,vj;) =0 Vi#j.
3. un subcongunto {v1,...,v,} C V es un conjunto ortonormal si es un conjunto ortogonal y

lvill =1 Vi={1,...,n}.

Lema 8.1.1 Si {vy,...,v,} es un conjunto ortogonal de vectores no nulos, entonces {vi,...,v,} es

L.I.
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Demostracion: Demostrar en clases.

Corolario 8.1.1 Si un vector w es C.L. de un conjunto ortogonal de vectores no nulos {x1,...,xn},
entonces w es igual a

n
W — Z <w790k>xk
k]2

k=1

Demostracion: Demostrar en clases.

Proposition 8.1.1 (Proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt) Sea V' espacio vectorial

de dimension finita con producto interior (, ) y {vi,...,vn} una base de V. Entonces existe una base
ortogonal {w1,...,wy} tal que el subespacio generado por los vectores {wy, ..., wn,} es el mismo que
el subespacio generado por {vi,...,vm} (1 <m <mn). Ezxplicitamente, la base es
wy = vy, (1)
wy = vy — 2 )
w7
(v, w1) (v3, wa)
w3 = v3 2, (3)
[Jws||? [[wz]|?
<Una ’LU1> <vna w2> <'Una wn71>
Wy, =0 Wy — = Wy 1. (n)
T wn? [[ws]|? Jwp—1* "

Ejemplo 8.1.2 1. Sea B = {(3,0,4),(—1,0,7),(2,9,11)} una base de R3. Encuentre una base or-
togonal para R.

Respuesta: B’ = {(3,0,4),(—4,0,3),(0,9,0)}

Observacion: Sea V espacio vectorial de dimension finita con producto interior (, ) y {vi,...,vn}
una base de V. Entonces, por Gram-Schmidt existe una base ortogonal {wy,...,w,} de V. Sea u; =
w; /||w;]|, entonces {u1,...,u,} es una base de V' donde los vectores son ortogonales y de norma 1.

Definiciéon 8.1.4 Sea V' espacio vectorial con producto interior ( , ) y sean U, W subespacios de V.
Diremos que U es ortogonal a W y denotaremos U 1L W si para todo uw € U y para todo w € W
tenemos que (u,w) = 0.

St X es subconjunto de V', definimos

X+ .= {ueV:(u,z)=0,Vre X}. (Complemento ortogonal de X)

Proposition 8.1.2 Sea V' espacio vectorial con producto interior {, ) y X C V. Entonces X+ es un
subespacio de V.
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Demostracion: Demostrar en clases.

Observacion: Si W es subespacio y « es ortogonal a todo vector de una base de W entonces z € W+,

Ejemplo 8.1.3 1. W ={(0,0,2) : z € R} C R3. Encuentre W+.

2. Sean S ={(x,y,2) : 20 —3y+2=0} y T = {(x,y, 2) :g:—%:z}. Muestre que S L T.

8.1.1 Listado 6

1. a) Considere R? con el producto interior usual. Si x = (1,2) y y = (=1, 1), encuentre v € R? tal
que
(v,2) = =2 A (v,y) = 3.

b) Demuestre que para cada vector u € R?, se tiene
u = (u,er)e; + (u,e2)es,
donde {eq,e2} es la base canonica de R.
2. Encuentre una base ortonormal para R? a partir de {(1,1,0), (—1,1,0),(—1,1,1)}.
3. Dado el vector (2,1, —1) € R3, construya a partir de él una base ortonormal de R3.
4. Considere el espacio vectorial R3 con el p.i. usual. Sea S = ({(1,1,1),(~1,1,0)}).

a) Caracterice S* y determine su dimension.

b) Encontrar una base B ortonormal de R? tal que uno de sus vectores sea elemento de S*.

5. Considere el espacio vectorial real P2(R) con el p.i.

(p,q) = 2/0 p(x)q(z)dx

Pruebe que el conjunto {1, — 2,22 — 2} es l.i. y ortonormalice respecto del p.i. dado.

6. En C? se define el producto interior

n
(,y) = sz@z
i=1

Pruebe que los vectores x = (3, —i), y = (2,6i) son ortogonales y normalicelos.

7. Pruebe que en el espacio Cg[0, 1], con el producto interior

1
(f.9) = /0 F(g(t)dt,

el conjunto {1,v/3(2t — 1),+/5(6t> — 6t + 1)} es una base ortonormal.
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8.

10.

11.

12.

13.

En el espacio Cg[0, 27], con el producto interior

2

(f.9) = ; f(z)g(w)dx,

el conjunto {sin(z), cos(x)} es ortogonal.

. Pruebe que {sin(nz), cos(nz), 1} es un conjunto ortogonal con el producto interior

1
(9) = [ s@glads
-1
En el espacio de los polinomios reales de grado menor o igual que 2 con el producto

1
(p,q) = / p(z)q(z)dz.

-1
construya a partir de la base {1, z, 2%} una base ortonormal.

Sean x e y vectores de un espacio vectorial con p.i. tales que x+y es ortogonal a x —y. Demuestre
que [lz]| = [lyll

Sea V' un K-espacio vectorial con p.i.. Demuestre que: Vz,y € V,
Iz +yl* + [l =yl = 2l|=]* + 2[|y[1*.

Sea W = {(z,y,2) € R® : x = 2y = z}. Halle W+. ;Qué representan geométricamente W y W+?



