CAPIiTULO 9

Tranformaciones lineales

9.1 Tranformaciones lineales

Las transformaciones lineales son las funciones con las que trabajamos en el algebra lineal. Se trata
de funciones entre espacios vectoriales compatibles con la estructura, es decir con la suma y el producto
por escalares.

Definicion 9.1.1 Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K. Una transformacion
lineal de V en W es una funcion T : V — W tal que

1. Tlu4+v)=T(u) +T(v), para u,v € V,

2. T(\) =T (v), parav eV, X € K.

Observacion: T : V. — W es transformacion lineal si y so6lo si
T(A+u)=AT(v)+T(u), para v,u € V,\ € K.

Algunas veces usaremos esto ultimo para comprobar si una aplicacién de V' en W es una transformacion
lineal.

Ejemplo 9.1.1 1. T dada por
T :R?> - R3
T(x,y) = (z —y,2x,y + )

es una T.L.
2. T dada por
T:P(R) >R
d*p(x)
T i
(w(e)) = 2,
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es una T.L.
T dada por

T7:V -V
T(x) =, € K,A#0,

es una T.L. llamada homotecia de razon a.

Propiedades 9.1.1 Sean T y L dos transformaciones lineales de V- en W, entonces,

1. T(8,) = .

2. T(—v) =-T),Yv e V.

3. T+ L esunaT.L.

4. XT' es T.L., para todo ) € K.

5. 85TV —-W yL:W — Z son dos transformaciones lineales, entonces LoT : V — Z, es una
T.L.

Observacion: Denotaremos por L(V, W) el conjunto de todas las transformaciones lineales de V' en
W donde V' y W son espacios de dimensién finita sobre un mismo cuerpo K. De 3. y 4. se tiene que
L(V,W) es un subespacio del espacio de todas las funciones de V' en W donde la funcién nula es el
vector nulo de £(V,W).

Definiciéon 9.1.2 (Kernel o niacleo) Sea T': V. — W una T.L. Se llama kernel o ntcleo de T, al
conjunto de todos los vectores de V' tales que su imagen es el vector nulo de W, se denota por Ker(T),

Ker(T) ={z €V : T(z) = 0,}.

Definiciéon 9.1.3 (Iméagen) Se llama imagen de T al conjunto de las imdgenes de todos los vectores
de V', es decir, al recorrido de la funcion T. Se denota por Im(T),

Im(T) = Rec(T) ={y e W : 3z € V,T(z) = y},
o también

Im(T)={T(z) :x € V}.

Proposition 9.1.1 Sea T : V — W una T.L., entonces,

1. Ker(T) es subespacio de V.

2. Im(T) es subespacio de W.
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Demostracion: Demostrar en clases.

Definicién 9.1.4 (Nulidad y rango) Sea T' : V. — W wuna T.L.. Se llama nulidad de T a la
dimension del Ker(T') y se denota por n(T). Se llama rango de T a la dimension de la Im(T') y se
denota por p(T).

Ejemplo 9.1.2 1. T:R? - R?
T(:an) = _Q(J:ay)a

es una T.L. (verificarlo). Muestre que n(T) = 0.

2. T : PQ (]R) — R
T(p(x)) = p(1/3),
es una T.L. (la demostracion de esta afirmacion queda a cargo del lector). Encuentre Ker(T) e

Im(T).

Proposition 9.1.2 Si {v1,...,v,} es base del espacio V y T € L(V,W), entonces {T'(v1), ..., T(vy)}
genera la Im(T).

Demostracion: Demostrar en clases.

Proposition 9.1.3 Sea T' € L(V,W). T es inyectiva si y sélo si Ker(T) = {0,}.

Observacion: Si T : V. — W es una T.L. inyectiva y {x1,...,2,} es L.I., entonces {T'(z1), ..., T(xp)}
es L.I..

Teorema 9.1.1 (Dimensiones) Si T € L(V,W) entonces, dim(Ker(T)) + dim(Im(T)) = dim (V).

Ejemplo 9.1.3 Se sabe que la transformacion lineal T : Po(R) — R
T(p(z)) = p(1/3),
es tal que dim(Ker(T)) =2 y dim(Im(T)) = dim(R) = 1. Luego,

dim(Ker(T)) + dim(Im(T)) = 3 = dim(P2(R)).

Teorema 9.1.2 (Fundamental del algebra lineal) Sea V' un espacio vectorial de dimension finita

sobre el cuerpo K y {v1,...,v,} una base de V. Sea W un espacio vectorial sobre el mismo cuerpo y
{wy, ..., w,}, vectores cualesquiera de W. Entonces eziste una inica transformacion lineal T de V' en
W tal que

T(vj)=w;, j=1,...,n.
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Ejemplo 9.1.4 Sea B = {(1,2),(0,—1)} una base de R? y considere wy = (—1,1,0), we = (0,-3,1) €
R3. Encuentre T : R? — R3, tal que T(1,2) = (—1,1,0) y T(0,—1) = (0,—3,1).

9.1.1 Matriz asociada a una transformacion lineal

Sea V un espacio vectorial de dimension n sobre el cuerpo K, y sea W un espacio vectorial de
dimension m sobre K. Sea B = {v1,...,v,} una base de V., y B’ = {w1,...,w,,} una base de W. Si T
es cualquier transformacion lineal de V' en W, entonces

T(Uj) = Zaijwi (9.1.1)
i=1

de los w;. Los escalares aij, ..., am; son las coordenadas de T'(v;) en la base B'. Por consiguiente, la
transformacion T esta determinada por los mn escalares a;; mediante la expresion (9.1.1).

Definicién 9.1.5 La matriz m xn, A, definida por [Al;j = a;j, se llama matriz asociada de T' respecto

a las bases B y B'; y se denota
[T]Bgl = A.

Ejemplo 9.1.5 1. Sea T : R3 — R* definida
T(z,y,2) = 2x 4+ y,3y,z + 4z, 2).

Sean B = {ej,ea,e3} la base candnica de R® y B' = {e1,ea,e3,e4} la base candnica de R*.
) ) y ) ) )

Encuentre la matriz asociada a T con respecto a las bases B, B’.

2. Sea T : R® — R? la transformacion lineal definida por T(z,y,2) = (2z — y,y + 2). Encuentre la
matriz asociada a T con respecto a las bases B, Bs.

Proposition 9.1.4 Sean V y W dos K-espacios vectoriales By = {v1,...,vn}, Ba = {w1,...,wn}
bases de V. y W respectivamente y A una matriz de orden m x n con elementos en K. Entonces existe

una unica transformacion lineal T de V' en W tal que [T)p, B, = A.

Ejemplo 9.1.6 La transformacion lineal de R? en R3 cuya matriz asociada respecto de las bases

canonicas es

2 -1
0 —2
3 1/2

es?

Proposition 9.1.5 Sea V' y W un espacios vectoriales de dimension n y m respectivamente y sea
T :V — W una transformacion lineal. Sea B = {v1,...,v,} una base de V, y B' = {w1,...,w,} una
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base de W. Entonces
[T}BB’ [Q}]B = [T(v)]gl, VoeV. (9.1.2)

Ejemplo 9.1.7 Sea T : By(R) — R3,

T(Z Z)-(a—b,c+2d,b),

Encuentre la matriz asociada a T respecto a las bases

{0 ) (40 ()

By ={(-2,2,2),(1,0,0),(1,1,0)}.

Six = ( 50 >, encuentre [T(z)]p,.

Teorema 9.1.3 Sean V, W y Z espacios vectoriales de dimension finita sobre el cuerpo K; sean
T:V W yU: W — Z transformaciones lineales. Si B, B' y B"” son bases de los espacios V., W vy

Z, respectivamente, entonces
[UTgs = [Ulg s [T - (9.1.3)

Demostracion: Sean

B:{Ul,...,vn}, B':{wl,...,wm}, B”:{zl,...,zl}

y
m l
T(“j)zzazjwi, 1<7<n; U(w;) :Zbkizk, 1<i<m.
i=1 k=1
Es decir
[Tlss = laij] v [Ulssr = [bij]-
Entonces

(UT)(v;) =U(D _ aijw)
=1

I

@
Il
—_

aijU(w;)

I
NE

!
aij E brizk
k=1
m

( bkiaij)zk.
1 =1

.
~
—

k=
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Luego el coeficiente kj de la matriz [UT|pp es Y. briaij que es igual a la fila k de [U]ppr por la
columna j de [T]ppr, en simbolos, si A = [T|gp/, B = [Ulggr y C = [UT|pg", entonces

[Clij =D briai; = Fi(B)Cj(A) = [BAl),;.
=1

Proposition 9.1.6 Sean V y W dos K-espacios vectoriales, B y B’, bases de V' y W respectivamente.
SiT:V—=>WyS:V =W son transformaciones lineales, entonces

1. [T+ Slgp = [T)p + [SBB-
2. [)\T]BB’ = )\[T]BB/,V)\ e K.

Proposition 9.1.7 Sea V' espacio vectorial de dimension finita, B = {v1,...,v,} base ordenada de V
y T, U :V — V operadores lineales. Entonces

1. [UT]s = [U]s[T]s.

2. Si T es inversible, entonces [T)p es una matriz inversible y

[T 5 =[T]5"

Demostracion:

1. Es inmediato del teorema anterior tomado B’ = B” = B.

2. Denotemos I al operador identidad de V, entonces I se puede escribir I = TT~!, luego
L=l =[TT s = [T)s[T s
y analogamente, I = T71T, luego
I, =g =[T"'T)g = [T ']5[T]5
Por lo tanto [T]5" = [T}]5.

Ejemplo 9.1.8 Sean T : R? — R?, T(x,y) = (2x + 3y,4y —z) y L : R? — R%, L(z,y) = (3 —

)
4y, x4+ 5y). Y considere las bases By = (1,0),(0,1) = Bs y B3 = (1,3),(2,5). Muestre que [LT|p, B, =
[L]BzBs [T]BlBQ'

Matriz de transicién, matriz de cambio de base o de paso
Definicion 9.1.6 Sea V' un K-espacio vectorial de dimensionn, By = {v1,...,v,} y Ba = {v],..., v},

bases de V. Sea I : V' — V la transformacion idéntica. [I|p,p, = P se llama de cambio de base o
de paso de la base By a By. Y [I]p,p, es la matriz de transicion de By a Bj.

Ejemplo 9.1.9 1. Sean B; = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} y By = {(-1,0,1),(0,2,1),(0,0,—1)} bases
de R3. Hallar las matrices de cambio de base P y Q.
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9.1.2 Listado 7

1. ;Cuales de las siguientes funciones son transformaciones lineales?

a) f:R2 =R, f(z,y) =3
b) f:R? >R, f(xy)::r+y
c) f:R3 = R2 f(x,y,2) = (cos(z + y),sin(z))

d) f: Ma(R) = P2(R ( )-ax +(b+c)x+d
e) f:R—R? f , 3

2. Determine una base para el Ker(T') e Im(T') donde T es la transformacion lineal siguiente:

8) T:R: - Moxy(R), T(w,y,2) = (L 2 7
2¢ 2y =z

b) T:R" - R, T(x1,22,...,Tn) = 22

c) T:R" =R, T(x1,z2,...,2) :Z?:lxi

d) T:Pa(z) = R% T(ax®+bxr+c) = (a —c,b+c)

4 3 2
3. Sea A= |2 2 0| lamatriz asociada a la transformacion lineal T : R? — R? respecto de las
4 2 1

bases By = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} y B2 = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)}.
a) Encuentre la ecuacion de definicion de T'.

b) Encuentre el rango de T'y una base para Ker(T).

4. Sea T : R? — R3 una transformacion lineal tal que: T'(1,0,0) = (2,1, 1), T(0,1,0) = (0,0,0),
T7(0,0,1) = (2,—-1,1).

a) Encuentre la ecuacion de definicion de T'.
b) Encuentre una base para Ker(T) e Im(T).
¢) Indique la nulidad y el rango de T

5. Considere la transformacion lineal T : R® — R?, T'(z,y,2) = 3z + y,x + 2)

a) Encuentre una base para Ker(T') y para Im(T).
b) Determine la nulidad y el rango de 7.

6. Defina la transformacion lineal cuya matriz asociada respecto de las bases
By ={(1,2),(-1,1)} y Bo ={(1,-1,0),(—2,0,1),(=1,0,0) } es

—3/2 0
[T]BIB2 = 6 3
—27/2 -3
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-3 0
7.Sa A= | 6 3 | la matriz asociada a la transformacién lineal 7' : R> — R3 respecto de las
7 -3

bases By = {(1,0),(~1,1)} y B = {(1,0,1), (1, —1,0), (0,1, —1)}.

a) Encuentre la ecuacion de definicion de T'.

b) Encuentre las coordenadas de T'(5, —1) en la base By usando la matriz asociada.
8. Sean By = {1,t,t?} y By = {t — 1,t + 1,2 + 1} bases del espacio vectorial Pa(R).

a) Encuentre las matrices asociadas a la aplicacion I (identidad) respecto de las bases By, Ba
([I]Ble) y B2, Bi ([I]BzBl)'

b) De las matrices obtenidas en a) use la que corresponda para encontrar las coordenadas del
vector v = 2t%2 + 5t — 9 en la base Bs.

9. Considere la siguiente transformacion lineal D : P3(R) — P3(R), D(p) = 4-(p(z)) y encuentre
la matriz asociada respecto de la base canoénica.

1
10. Sea T': P2(R) — R, T'(p(z)) = / p(z)dz. Encontrar la matriz asociada a T respecto de las

0
bases B1 = {1,z — 1l,z(x — 1)} y By = {1}.

11. Sea T : R* — R* la aplicacién lineal cuya matriz asociada respecto de las bases canénicas

3 01 =2
A 2 4 -1
10 8 8 -6
8§ 4 5 =5

a) Pruebe que la nulidad de T es 2.

b) Sean vy = (4,7,—12,0), va = (0,—5,8,4), v3 = (2,1, —2,2). Pruebe que {vi,v2,v3} es L.D. y
que vy, ve,v3 € Ker(T).

¢) Sean vy,vy como en b), vy = (2,1,—2,1) y v5 = (1,1,1,1). Acepte que {v1,v2,v4,v5} €s una
base para R* y usando esta informacion encuentre una base para Im(T).

d) Defina una transformacion lineal 7' : R* — R* de modo que Ker(T) = ({v4,v5}) y Im(T) =
({v1,v2}).

12. Determine una aplicacion lineal de 7" : R? — R3 tal que:

dim(Ker(T)) =2 y Im(T) = ({(2,-1,0),(~1,2,2)}).



