cAriTuLO 4

Conceptos basicos de Vectores en R”

4.1 Vectores en R"

Definicion 4.1.1 Llamamos vector de R™ a una lista ordenada de n nimeros reales, la cual denotamos

como
T
T2

Tn

Aqui zy, lo llamamos k-ésima componente del vector x.

El vector nulo o vector cero en R™ viene dado por

0
0
0= )
0
5
. 10 4 ‘
Ejemplo 4.1.1 El vector x = 3 es un vector de R* y su primera, sequnda, tercera y cuarta
)
componentes son 5, 10, —3 y 5, en ese orden.
Los vectores
1 0 0
0 1 0
€1 = . , 62 = . PR
0 0 1
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son vectores de R™. A estos vectores los llamamos vectores candnicos de R™.

Definiciéon 4.1.2 (Igualdad de vectores) Dos vectores &, y € R™ son iguales si y solo si xz; = y;
Viel,...,n. Es decir,

I n
T2 Y2 .
r=y < ) = . &S ri=yViel, ..o n.
Tn Un
U U1
U2 V2
Definicién 4.1.3 Dados u = ) yv = . , se define la suma de vectores por
Unp, (%0
Ul + U1
U2 + V2
u+v=
Up, + Up
u1
U2
Definicién 4.1.4 Dados u = . y A € R, se define el producto por escalar por
Up
Auq
AUg
Au = )
Ay,

Definicion 4.1.5 Se define la resta de vectores u — v por

u—v=u-+(—v).

En la siguiente figura se muestra el significado grafico de la suma, la resta, el producto por escalar
de vectores.
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Definicion 4.1.6 Sean u, v y w vectores de R™ y sean «, B dos nimeros reales. Entonces

1. u+v € R" (Ley clau. para +).
2. (u+v)+w=u+ (v+w) (Ley asoc. para +).
3. u+v=v+u (Ley conm. para +).

4. Existe un unico vector z € R" tal que u+ z = z + u = u(z = 0). (Elemento neutro para la

suma,).

5. Para cada u, existe un unico vector —u € R™ tal que u + (—u) = (—u) +u = 0 (Ezistencia del

opuesto para suma,).
6. au € R™ (Ley clausura para el producto por escalar).
7. a(u+v) = au+ av (Ley dist. del producto por escalar resp +).
8. (a+ B)u = au + Bu (Ley dist. del producto por escalar respecto a + de escalares).
9. (af)u = a(fu) = B(au) (Ley asoc. respecto al producto por escalares).

10. au =0, si y solo si, a =0 ¢ u = 0.

Ejercicio 4.1 1. Calcule (2u — 3v + w) — (bu — 2v) + Tu.

2. Determine el vector x tal que 2x — 4v = 3u.
Definicién 4.1.7 Diremos que dos vectores u y v son paralelos si y solo si u = Av, para algin X € R.

Definiciéon 4.1.8 (Combinacion Lineal) Dados vy, v2,..., v vectores de R™ y A1, Aa, ..., A\ € R, al
vector
V= AU+ vy + ...+ A\pvyg

lo llamamos combinacion lineal de los vectores v1,va, ..., v. A los escalares A1, Ao, ..., A\i. los llamamos
coeficientes de la combinacion lineal.

Ejercicio 4.2 Sean u = (_21) yv = (g) yw = (32) Calcule la combinacion lineal de ellos dada por
~1 2 1 -5

3u — v+ 2w. slos vectores 4 Y 0 son combinaciones lineales de 0 Y 2 ?

-1 -2 -3

[an}

Definiciéon 4.1.9 (Conjunto Generado y Conjunto Generador) Al conjunto de todas las combinaciones
lineales de los vectores v1,vs, ..., vy lo representamos por

V= Gen{vi,ve,...,vp} = {\v1 + Ava + ... + Aok, con \; € R}

El conjunto V' es generado por el conjunto {vi,va,...,v;} a este conjunto lo llamamos conjunto

generador de V.
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El conjunto generado es tinico mientras que el conjunto generador NO es tinico.

Ejemplo 4.1.2 El siguiente conjunto representa la solucion de un sistema de ecuaciones lineales

3r—s
V= r+5s |,rs€eR
r
Note que los elementos de V' se escriben
3r—s 3 -1
r+5 | =r| 1 | +s 5 ,
T 1 0

lo cual indica que V' estd siendo generado por el conjunto

3 —1

11, )

1 0
Definicién 4.1.10 (Conjunto Li.) Un conjunto de vectores {v1,va,...,vx} es linealmente indepen-
diente si los unicos escalares A1, A, ..., A\ tales que

AU+ v+ -+ Agvp =0

son todos cero.

Ejercicio 4.3 Muestre que

1 -1 1
3 1 =5 |, —2 ,
—2 4 0
es un conjunto l.i. y que
1 -1 2
3 , 2 , 1 ,
t —2 3 -5

es un conjunto l.d.

Note que todo conjunto de R™ que contenga al vector nulo es un conjunto l.d.

(75} U1
Definiciéon 4.1.11 (Producto escalar) Dados u = : yv= : de R™, definimos u - v el

Un, Un
producto escalar entre w y v, como el escalar dado por

n
UV =Uv] + U0 + -+ UpUp = E (IZXUN
=1
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1 —2
Ejercicio 4.4 Dados 1 0 31,1 -1 . Calcule u-v,u-w,v-w, (3u) v, (u+v) w
-5 0 -1

Teorema 4.1.1 Sean u, v y w vectores de R™ y sea o € R. Entonces

1. u-v =wv-u (Ley conmutativa para -)
2.u-(v+w)=u-v+u- w. (Distributividad de - respecto de +)
3. a(u-v) =(au) -v=u-(av).

4. u-u =0, siy solo si, u=0.

Note que no tiene sentido la prop. asociativa para -.

Definicién 4.1.12 1. v,w € R", v es ortogonal ¢ w si v-w = 0.
2. un subconjunto {v1,...,v,} CR™ es un conjunto ortogonal siv;-v; =0 Vi#j.
3. un subconjunto {vy,...,v,} C R™ es un conjunto ortonormal si es un conjunto ortogonal y

ol =1 Vi={1,...,n}.

Ejercicio 4.5 Encuentre o y B de forma que los vectores

1 4
-« 5

2 | Y| —28

3 7

sean ortogonales.

Definiciéon 4.1.13 (Norma) Definimos la norma de un vector uw de R™, ||ul|, como

lul = \/ui + - +ud = Vu-u

5 1
Ejercicio 4.6 Dados u = 1 |,v=1] 2 |,w=| =1 |. Calcule |ul|, ||v|| v ||lw].
-5 3 3

Teorema 4.1.2 Dados los vectores u, v € R", y A € R tenemos que

(a) |[Mul| = [Al[|ull
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(0) llu+ ol = ful? + [v]* + 2(u - v)
(¢) llu—v|? = [lu]? + [v]* - 2(u - v)

(d) |u-v| <||ul|||lv] (Desigualdad de Cauchy-Schwarz).
La igualdad se obtiene, si y solo si, u = \v para algin A € R.

(e) |lu+v| <|ul + |v|| (Desigualdad triangular).
La igualdad se cumple, si y solo si, u = v con A > 0.

Demostracién: Para todo t € R tenemos que |[tu + v||*> > 0

0 < |tu+v|? = (tu+v) - (tu+v)
=t?(u-u) +t(2u-v) + (v-v) = p(t)

donde p(t) = at® + bt + ¢ es un polinomio cuadrdtico cona=u-u, b=2u-v yc=wv-v.

Como a > 0, la grdfica de p(t) es una pardbola céncava hacia arriba con vértice en el semiplano

b b2

superior. Recordando que el vértice de p(t) es c— 471) entonces

L
b? 4(u - v)?
0<c——=|v|]* - ———
Ademds, si u = \v entonces
lu-v] = M-l = [Av-o] = A lo]* =[A]|v]l]|v]|
= [Moll[lo] = [[u]l]v].
Obs: 1. La distancia euclidiana entre dos vectores u y v es d(u,v) = ||lu — v||.
2. Cuando ||w|| = 1, se dice que w es un vector unitario.
-1 —2
C : . 2 0
Ejercicio 4.7 1. Halle la distancia entre Y 5
0 0
1
2. Halle el vector unitario en la direccion v = | —2
1

Definicién 4.1.14 (Angulo entre vectores) Dados los vectores no nulos w y v de R™, definimos el
angulo determinado por w y v como el menor giro positivo.

Dados dos vectores w y v no nulos, siempre podemos construir un tridngulo como el de la siguiente
figura
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Al aplicar el Teorema del Coseno a este tridngulo, se obtiene

lu = o* = [lufl + [|v]|* = 2] ull][v] cos 0

lul® = 2w v + o] = [lul® + [[v]* = 2|ul]|v] cos 6

Entonces cosf = _wv
[[w[lf|v]]
-1 0
. 2 -1 )
Ejercicio 4.8 Sean u = Yyv = 5 . Calcule el dngulo entre ellos.
0 4

Definiciéon 4.1.15 (Proyeccion ortogonal) Si u # 0 y v son vectores de R™, definimos la proyeccion

ortogonal de v sobre u como el vector
<v ‘ u)
proy,v=|+—5 | u
“ ]|

Llamamos a v, = v — proy,v es ortogonal a u.

Ejercicio 4.9 Halle proy,v y la componente vectorial de v ortogonal a w (esto es v. ), para cada uno
de los siquientes casos:

1 1
(a) u=| -1 | yv=| -1
~1 1
2
—1
(b)) u=e; yv=
0
3

A continuacion se introduce el producto cruz, producto tnicamente definido para vectores en R3.

Definicion 4.1.16 (Producto vectorial o producto cruz) Sean @ = (a1, a2,a3) y b = (by, ba, b3)
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dos vectores. Se llama producto vectorial o producto cruz de @ y b (en ese orden) al vector,

- 7 a2 ag ay as ayp a2
axb= ,— ,
( b2 b3 b1 b3 bl b2 )
6 — - —
i ]k
axb= ap ag as
b1 by b3

Propiedades 4.1.1 (Propiedades del producto vectorial) Sean @, I;y ¢ vectores en R? y o € R,

Se tienen las siguientes propiedades,

1. @xb=—(bxa)

2.daxa=40

3. dx (b+&) =adxb+axé

4. (a@) x b= (@ x b) =ax (ab)

Demostracién: Para 2). Sea @ = (a1, as, a3) € R3, luego

- -

i j k
axdad= ap ag as :<

ay az as

az ag ap as ap a2

) )

az ag ap as ap a2

Para 3). Sea d = (ay, a9, as), b= (b1,ba,b3) y €= (c1, 2, c3) € R3, luego
i j k
ax (b+¢) = ai as as
bi+c1 ba+ca bz+cs

as as
by b3

al a9
bi+c1 ba+co

a9 as
bo+co b3+c3

aq as
bi+c1 bz+c3

Y

)

ai asg ap az

b1 b

az a3 ay as ap a2

b1 b3

_l’_

+

b

C2 C3 1 €3 1 €2

axb+axc

Las otras demostraciones se dejan al lector.

Ejemplo 4.1.3 1. Sean d = 2 — 1;’+ 3k Yy b= —i— 2j+ 4k. Caleular @ x b Y bx .

2. Calcular i x 7, jx k Y ki
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- - -,

3. Calcular i x (i x k), (i x 1) x k y note que en general @ x (b x &) # (@ X b) x &.

Teorema 4.1.3 Sean @ y b dos vectores no nulos en R. Se tiene que,
1.@-(@xby=0 A b-(@xb)=0.
2. Si p es el menor dngulo entre d y b entonces,

[a@ > bl| = [[al| |B]|sin(p)

Demostraciéon: Para ii). Sean @ y 5’7 luego
H(i X g||2 :(agbg — a3b2)2 (agbl — a1b3)2 (albg — a2b1)2
_a2b3 + a3b2 2a2a3b2b3 + agbl + a1b3 2a1a3b1b3
+ a1b2 + a2b2 2a1a2b1bo
=(a? 4 a3 + a2)(b? + b3 + b2) — (a1by + asby + asbs)?
=|lal|* ||bl|* - (@ - b)*
=[1al|* [8l1* — ([[@]| |[bl|cos(s))?
= |l [[b][*sin*(¢)

Asi, como 0 < ¢ < 7, entonces sin(yp) >0

[la > of| = [la[ [|ol|sin(e)-

Corolario 4.1.1 Dos vectores no nulos @ y b son paralelos si y solo si @ X b=6.

Observaciones:

1. Si los vectores @ y b son dos lados de un tridngulo, entonces el area A del tridngulo esta dada
por,
1, =
A= —||@ x bl|.
2

2. @ x b es un vector ortogonal a @ y b.

Ejemplo 4.1.4 1. Sean @ = 2i — j + 3k Yy b=—i— 27 + 4k. Calcular un vector unitario ortogonal
ady b.
2. Hallar el drea del tridngulo cuyos vértices son los puntos A(1,—1,0), B(2,1,—1) y
C(-1,1,2).

Definicion 4.1.17 Sean @, b y € tres vectores. Los productos @- ( x &) y (@xb)-T se llaman producto
escalar triple y los productos de la forma @ X (b x €) y (@ x ) x ¢ se llaman producto vectorial

triple.
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Teorema 4.1.4 Sean @, b y ¢ vectores no nulos.

—

1.@ax(bxd) =G ab— (@ b)é
G-(bxd)=(@xb)-¢

—, —

3. |¢- (@ xb)| es el volumen del paralelepipedo cuyas aristas son los vectores d, b y ¢

Demostracion: Para 2). Sean @ = (a1, ag, as), b= (b1,b2,b3), y €= (c1,c2,c3) € R3 luego

)

= a1(bacs — bzcg) + az(bger — bics) + az(bica — bacy)

b b3

C2 C3

by b3

1 C3

b1 by

1 C2

) 9

a.(axa:a-<

= a16203 — a1b302 + a2b301 — a25163 + agblcQ — a3b201)

= 01(a2b3 — a3b2) — Cg(albg — (Lgbl) + 63(a1b2 — agbl)

_z az as ap as ap  a
B by b |’ b1 b3 bi b
= (@xb)
—(@xb)-C

Figura 4.1: |¢- (@ x b)| volumen del paralelepipedo.

Para 3). Sean @ = (a1, ag,as), b= (b1,b2,b3), y €= (c1,c2,c3) € R3 luego basta notar que

g (@xb) , -
12 x B2 (@x )
g (@ xb)
||67 b2
@ xb)

Hcf x b

X

= [|proy,, €l —|1

1@ > b

—

42
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Asi
V =h|j@xb||=|¢-(@xb)
4.1.1 Otras normas en R"

Como generalizacion de la norma Euclideana (la usada usualmente) o norma-2, estan las normas-p,
definidas también en K", cuales vienen dadas por:

1. Norma-1: ||v||y = |v1| + -+ + |vn]-
2. Norma-infinito: ||[v]|e = max {|vi|, ..., |va|}.

3. Norma—p: |||, = (Jui|P + - + |vn|p)1/p.

Ejercicio 4.10 Calcular las normas 1, 2 (euclidiana) e co del vector v = (3,4, —12).

En el siguiente grafico podemos ver la diferencia entre las 3 normas mas usuales en R?. En cada grafico
estan representados todos los puntos con norma igual a 1 bajo la norma respectiva.

Il

AN,

Il

AP

lil,.

Figura 4.2: Grafica de V = {(x,y) € R? : ||(z,9)||, = 1}
con p=1,2 00.



