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Definicion 1.11 Un nimero complejo es un par ordenado de nimeros reales (a,b). “Ordenado”

significa que (a,b) y (b,a) se consideran distintos si a # b.

Sean © = (a,b),y = (c¢,d) dos nimeros complejos. Se escribe x = y si y solamente si a = ¢ y
b= d. (Ndtese que esta definicion no es por completo superflua; debe pensarse en la igualdad de los

nudmeros racionales representados como cocientes de enteros.) Se define

z+y=(a+cb+d)
xy = (ac — bd, ad + be)
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Teorema 1.5 Las definiciones anteriores para la adicion y la multiplicacion vuelven al conjunto de

todos los nimeros complejos un campo, con (0,0) y (1,0) en lugar de 0 y 1.

~

Demostracion: Simplemente se verificarin los axiomas de campo de la Definicion 1.8. (Se usa la

estructura de campo de R, por supuesto.)

es diferente de 0 . En consecuencia, por la Proposicion 1.4(d) a®> +b* > 0, y se puede definir

Sean x = (a,b),y = (¢,d), z = (e, f).
(A1) es evidente.
(A2) z+y=(a+c,b+d)=(c+a,d+b)=y+uz.
(A3)
(x+y)+z=(a+c,b+d)+ (e f)
(a+c+eb+d+ f)
=(a,b) + (c+e,d+ f)=z+ (y + 2).

(A4) £+ 0= (a,b)+(0,0) = (a,b) = z.
(A5) Haciendo —x = (—a, —b). Entonces z + (—z) = (0,0) = 0.
(M1) es evidente.
(M2) zy = (ac — bd,ad + bc) = (ca — db, da + cb) = yzx.
(M3)
(zy)z = (ac — bd, ad + be) (e, f)
= (ace — bde — adf — bef, acf — bdf + ade + bee)
= (a,b)(ce — df,cf + de) = z(yz)

(M4) 1z = (1,0)(a,b) = (a,b) = z.

(M5) Six # 0, entonces (a,b) # (0,0), lo cual significa que al menos uno de los nimeros reales a,b

1_ a —b
x  \a2+0b2 a2+ b2
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Por tanto,

x-lz(a,b)< a b >:(1,0):1.

x a? + b2’ a2 + b2
(D)
z(y+2z) = (a,b)(c+ed+f)
= (ac+ ae —bd — bf,ad + af + be + be)
= (ac — bd,ad + bc) + (ae — bf,af + be)
=xy + T2.

Teorema 1.6 Para nimeros reales cualesquiera a y b se tiene

(a,0) + (b,0) = (a+b,0), (a,0)(b,0) = (ab,0)

La demostracion es trivial.

El Teorema 1.6 muestra que los nimeros complejos de la forma (a,0) tienen las mismas propiedades
aritméticas que los nimeros reales correspondientes a. Por tanto, es posible identificar (a,0) con a.
Esta identificacién hace del campo real un subcampo del campo complejo.

El lector puede haber notado que hasta ahora se han definido los ntimeros complejos sin hacer
ninguna referencia a la misteriosa raiz cuadrada de —1. A continuacién se muestra que la notaciéon
(a,b) es equivalente a la méas acostumbrada a + bi.

~

Definiciéon 1.12 i = (0,1).

S

e

Teorema 1.7 32 = —1.

Demostracién: i? = (0,1)(0,1) = (-=1,0) = —1.

-

Teorema 1.8 Si a y b son dos nimeros reales, serd (a,b) = a + bi.

|

Demostracion:

a+bi=(a,0)+(b,0)(0,1)
= (a,0) + (0,b) = (a,b).

Definicion 1.13 Si a,b son reales y z = a + bi, entonces al nimero complejo Z = a — bi se le llama
el conjugado de z. Los niumeros a y b son la parte real y la parte imaginaria de z, respectivamente.

Se escribira algunas veces

a=Re(z), b=1Im(z).

Teorema 1.9 Si z y w son complejos, entonces

(a) z+w=Z+w,
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Demostracion: (a),(b) y (c¢) son triviales. Para probar (d), escribase z = a + bi, y ndtese que
5 a2 1 p2
2z =a”+b°.

Definiciéon 1.14 Si z es un nimero complejo, su valor absoluto (o mddulo) |z| es la raiz cuadrada

no negativa de z%; es decir, |z| = (22)V/2.

La existencia (y la unicidad) de |z| se concluye a partir del Teorema 1.4 y la parte (d) del Teorema
1.9.

Notese que cuando z es real, es T = x, y por consiguiente |z| = Va2, Asi que |z| = x si z > 0,
|z] = —x six <O0.

Demostracion: (a) y (b) son evidentes. Si se hace z = a + bi, w = ¢+ di, en donde a,b,c,d real.

Entonces
lzw|? = (ac — bd)* + (ad + be)? = (a® + b?) (¢* + d*) = |2)*|w|?

o |z2w|? = (|z||w|)?. Ahora (c) deduce de la afirmacion de unicidad del Teorema 1.4.

Para demostrar (d), ndtese que a’ < a?®+ b%, por consiguiente
la| = Va? < Va? + b?
Para demostrar (e), ndtese que zZw es el conjugado de zw, asi que zw + zZw = 2Re(zw). Por lo tanto

|z +w|* = (2 + w)(Z + @) = 22 + 20 + Zw + wd
= |22 + 2Re(z@) + |w|?
< |2|? + 2|zw| + |w]?
= |2 + 2|z|[w] + |w]? = (|2] + |w]).

Y por dltimo se obtiene (e) extrayendo raiz cuadrada en ambos miembros.




/

/.

1011 €11 I'eV1isiOoll

Vers

1.6. El campo complejo 16
Notacién Si 1, ..., x, son nimeros complejos, escribimos
n
Tt a et a, =Y
j=1

Terminamos esta seccién con una desigualdad importante, corrientemente llamada desigualdad de
Schwarz.

Demostracion: Pongamos A = Y|aj|*; B = % |bj|*;C = Ya;b; (en todas las sumas de esta de-

mostracion, j toma los valores 1,...n ). Si B =0, serda by = --+- = b, = 0 y la conclusion es obvia.
Supongamos, por tanto, que B > 0. Por el Teorema 1.9, tenemos

> |Baj = Cbj* =y (Ba; — Cb) (Ba; — Cb;)

=B |aj|* = BC> a;b; — BCY azb; +|C1* Y [bl?
= B?A - B|C?
=B (AB-|C)?).

Como cada término de la primera suma es no negativo, vemos que
B(AB-|C]) >0

Como B > 0, se sigue que AB — |C|> > 0, que es la desiqualdad deseada.




