CAPITULO 2

Topologia basica

2.1 Conjuntos finitos, numerables y no numerables

Empezamos esta seccién con una definicion del concepto de funcion.

Definicion 2.1 Consideremos dos conjuntos A y B, cuyos elementos pueden ser objetos cualesquie-
ra, Yy supongamos que con cada elemento x de A se asocia, de algiun modo, un elemento de B que
representaremos por f(x). Se dice que f es una funcion de A en B (o una aplicacion o mapeo de A
en B). El conjunto A se llama dominio de definicion de f (también se dice que f estd definida en
A ) y los elementos de f(x) se llaman valores de f. El conjunto de todos los valores de f se llama
rango de f.

Definicion 2.2 Sean A y B dos conjuntos y f un mapeo o aplicacion de A en B. Si E C A, se define
f(E) como el conjunto de todos los elementos f(x) para x € E. A f(E) le llamamos imagen de E
bajo f. En esta notacion, f(A) es el rango de f. Estd claro que f(A) C B. Si f(A) = B, decimos
que [ mapea o aplica A sobre B. (Se utiliza la palabra sobre, admitiendo para ella un significado
mas especifico que el de en).

Si E C B, f~Y(E) representa el conjunto de todo x € A tal que f(z) € E. Llamamos a f~(E)
imagen inversa de E bajo f. Siy € B, f~1(y) es el conjunto de todos los x € A tales que f(x) = y.
Si, para cada y € B, f~1(y) no estd integrado por mds de un elemento de A se dice que f es un
mapeo 1-1 (uno a uno) de A en B. Esto puede expresarse también como sigue: f es un mapeo 1-1
de A en B cuando f (x1) # f (x2) siempre que x1 # x2;21 € Ajz9 € A.

(La notaciéon x1 # xo significa que 1 y 2 son elementos diferentes; en otro caso, escribiremos

xry=x2 ).

Definicion 2.3 Si existe un mapeo 1-1 de A sobre B, decimos que A y B pueden ponerse en
correspondencia 1-1, también llamada biunivoca, que A y B tienen el mismo nimero cardinal, o mds
brevemente, que A y B son equivalentes, y escribimos A ~ B. Esta relacion tiene las propiedades
siguientes, como se ve claramente:
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Es reflexiva: A ~ A.

Es simétrica: si A ~ B, también B ~ A.

Es transitiva: si A~ B y B ~ C, también A ~ C.

Toda relacion con estas tres propiedades, se llama relacion de equivalencia.

. J

s ~

Definicién 2.4 Para todo entero positivo n, sea J, el conjunto cuyos elementos son los nimeros
enteros 1,2,...,n, y J el conjunto formado por todos los enteros positivos. Para todo conjunto A,
decimos:

(a) A es finito si A ~ J, para algin n (el conjunto vacio se considera finito).

(b) A es infinito si no es finito.

(c) A es numerable si A ~ J.

(d) A es no numerable si no es ni finito ni numerable.

(e) A es a lo mds numerable si es finito o numerable.

. J

Para dos conjuntos finitos A y B, evidentemente tenemos A ~ B si, y solo si, A y B contienen el
mismo nimero de elementos. Para los conjuntos infinitos, la idea «tener el mismo niamero de elementos»
es vaga, mientras que la nocién de correspondencia 1-1 conserva su claridad.

Ejemplo 2.1 Sea A el conjunto de todos los niimeros enteros. A es numerable. Para verlo, consideremos
la disposicion siguiente de los conjuntos A y J :

A: 0,1,-1,2,-2.3,-3, ...
J: 1,2,3,4,5,6,7,...

Podemos, en este ejemplo, dar una formula explicita para una funcion f de J en A que establece una

correspondencia 1-1:
i, o

—2=L (n impar ).

Observacion: Un conjunto finito no puede ser equivalente a uno de sus subconjuntos propios. Sin
embargo, esto es posible para conjuntos infinitos, segun se ve en el ejercicio 2.1, en el que J es un
subconjunto propio de A.

De hecho, podemos sustituir la Definicion 2.4(b) por la proposicion: A es infinito, si es equivalente
a uno de sus subconjuntos propios.

-

Definicion 2.5 Por sucesidn entendemos una funcion f definida en el conjunto J de todos los
enteros positivos. Si f(n) = xz,, para n € J, se acostumbra a representar la sucesion f por el
simbolo {x,}, 0 a veces por xi,xa, x3,... Los valores de f, esto es, los elementos x,, se llaman
términos de la sucesion. Si A es un conjunto y x, € A para todo n € J, se dice que {x,} es una
sucesion en A, o una sucesion de elementos de A.

Obsérvese que los términos 1, x2, x3, ... de una sucesién no necesitan ser distintos.

Como todo conjunto numerable es el rango de una funciéon 1-1 definida en J, podemos considerar un



2.1. Conjuntos finitos, numerables y no numerables 26

conjunto numerable como el rango de una sucesién de términos distintos. Hablando mas libremente,
podemos decir que los elementos de un conjunto numerable pueden ser «dispuestos en una sucesion».

A veces es conveniente sustituir J en esta definicién por el conjunto de todos los enteros no negativos,

esto es, comenzar con 0 en lugar de 1.

Teorema 2.1 Todo subconjunto infinito de un conjunto numerable A, es numerable.

Demostracion: Supongamos E C A y que E es infinito. Dispongamos los elementos © de A en una

sucesion {x,} de elementos distintos. Construyamos una sucesion {ny} como sigue:

Sea ny, el menor entero positivo tal que x,, € E. Elegidos ni,...,ng—1(k =2,3,4,...), sean ny el
menor entero mayor que ni_1 y tal que x,, € E.

Poniendo f(k) =z, (k=1,2,3,...) obtenemos una correspondencia 1 — 1 entre E y J.

El teorema muestra que, hablando vulgarmente, los conjuntos numerables representan la «menor»
infinidad; un conjunto que no es no numerable puede ser un subconjunto de uno numerable (No existe
ningin conjunto no numerable que pueda ser un subconjunto de un conjunto numerable).

Definicion 2.6 Sean A y Q dos conjuntos y supongamos que a cada elemento « de A hay asociado
un subconjunto de Q0 que representaremos por Ey. El conjunto cuyos elementos son los conjuntos
E, se representard por {Ey}. En lugar de hablar de conjuntos de conjuntos, hablaremos a veces de
una coleccion de conjuntos, o de una familia de conjuntos.

Se define la union de los conjuntos E, como el conjunto S tal que x € S si, y solo si, x € E, para,
al menos, un a € A. Usaremos la notacion

S = U E,. (2.1.1)

acA
Si A estd constituido por los enteros 1,2, ..., n escribiremos
n
S= ] En (2.1.2)
m=1
0
S=FEUEyU---UE,. (2.1.3)

Si A es el conjunto de todos los enteros positivos, la notacion usual es

o0

=] En (2.1.4)
m=1

El simbolo oo indica simplemente en (2.1.4), que se toma la union de una coleccion numerable de
conguntos, y no debe confundirse con los simbolos +00 y —oo.
Se define la interseccion de los conjuntos E, como el conjunto P tal que x € P si, y solo si, x € E,

para todo o € A. Usaremos la notacion

P= () Ea, (2.1.5)
acA
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0 n
P=()En=ENEnN--NE, (2.1.6)
m=1
0
[o.¢]
P= () En (2.1.7)
m=1
como para las uniones. St AN B no es vacio, decimos que A y B se intersecan; o de otro modo: son
ajenos.
Ejemplo 2.2

(a) Supongamos que Ey estd constituido por 1, 2, 3, y Es por 2, 8, 4. E1 U Ey estard constituido por
1,2,8,4; mientras que E1 N Es lo estard por 2, 3 .

(b) Sea A el conjunto de los niumeros reales x tales que 0 < x < 1. Para todo x € A, sea E; el
conjunto de los nimeros reales y tales que 0 < y < x. Serd

E, CE, si,ysolosi,0<x<z<l1; (i)
U B =B (ii)
€A

ﬂ E, es vacio; (iii)
€A

(i) y (ii) son inmediatas. Para demostrar (iii), notemos que para todo y > 0, y ¢ E, si x < y. De
aqui, que Y ¢ (pea Lz

Observacion: Muchas propiedades de las uniones e intersecciones son completamente similares a las
de las sumas y productos; a veces incluso se utilizan las palabras suma y producto y se escriben los
stmbolos 3 y 11 en lugar de U y N.

Las leyes conmutativas y asociativa se ven inmediatamente:
AUB = BUA; ANB=BnNA. (2.1.8)
(AUB)UC =AU (BUCQC); (ANB)NC=An(BNQO). (2.1.9)
Asi, la omision de paréntesis en (2.1.3) y (2.1.6) estd justificada.

También se conserva la ley distributiva:
AN(BUC)=(ANnB)U(AnCO). (2.1.10)

Para demostrar esto, representemos el primer y sequndo miembro de (2.1.10) por E y F, respectiva-
mente. Supongamos x € E. Entonces; v € A yx € BUC, esto esx € B ox € C (es posible que en
ambos). Por tanto, x € ANB ox € ANC, de modo que x € F. Asi pues, E C F.

Continuando: supongamos que x € F'. Entonces, t € ANB ox € ANC. Estoes, x € A, yx € BUC.
Por tanto, z € AN (BUC), de modo que F C E. De lo cual se deduce que F = E.
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Resenemos algunas otras relaciones que pueden demostrarse facilmente:

ACAUB,
ANBC A

Si 0 representa un conjunto vacio, serd
AUuO0=A, An0=0.

SiACB:
AUB=B, AnB=A.

Puesto que T es equivalente a un subconjunto de (2.1.15).

28

(2.1.11)
(2.1.12)

(2.1.13)

(2.1.14)
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Teorema 2.3 Sea A un conjunto numerable y B, el conjunto de todas las n-tuplas (ai,...,a,),
donde a, € A(k =1,...n) sin que los elementos ay, . . ., a, necesiten ser distintos. B, es numerable.

Demostracion: Que By es numerable es evidente, pues By = A. Supongamos que B,_1 es numerable
(n=2,3,4,...). Los elementos de By, son de la forma

(b,a) (b€ Bn_1,a € A) (2.1.17)

Para cada b dado, el conjunto de pares (b, a) es equivalente a A, y por tanto numerable. Asi pues, B,, es
la union de un conjunto numerable de conjuntos numerables. Por el Teorema (2.2), B, es numerable.

El teorema se demuestra por induccion.

Corolario 2.2 FEl conjunto de todos los numeros racionales es numerable.

Demostracion: Aplicaremos el Teorema (2.3), con n = 2, haciendo observar que todo nimero ra-
cional r es de la forma b/a, siendo a y b enteros. El conjunto de pares (a,b) y por tanto el de las
fracciones b/a es numerable.

De hecho, también es numerable el conjunto de todos los numeros algebraicos (ver Ejer. 2).

Que no todos los conjuntos infinitos son numerables, se ve en el siguiente teorema.

Teorema 2.4 Sea A el conjunto de todas las sucesiones cuyos elementos son los digitos 0 y 1. Este
conjunto A, es no numerable,
Los elementos de A se disponen en sucesion como sigue: 1,0,0,1,0,1,1,1,....

Demostracion: Sea E un subconjunto numerable de A y supongamos E constituido por las sucesiones
s1, 89, 83, ... Construimos una sucesion s como sigue: si el digito n-ésimo en s, es 1, hacemos que el
n-ésimo de s sea 0 , y viceversa. La sucesion s difiere, pues, de cada elemento de E al menos en un
lugar; por tanto, s ¢ E. Pero es claro que s € A, por lo cual E es un subconjunto propio de A.

Hemos demostrado que todo subconjunto numerable de A es un subconjunto propio de A. Se deduce
de aqui que A es no numerable (porque de otro modo A seria un subconjunto propio de A, lo que es
absurdo).

La idea de la demostracion anterior fue utilizada primeramente por Cantor y se llama proceso
diagonal de Cantor, porque si las sucesiones s1, S2, S3, ... estan colocadas en una disposicién como en
(2.1), los elementos de la diagonal son los que intervienen en la construccion de la nueva sucesion.

Los lectores que estén familiarizados con la representacion binaria de los niimeros reales (base 2 en
lugar de 10) se daran cuenta de que el Teorema (2.4) implica que el conjunto de todos los ntumeros
reales es no numerable. Daremos una segunda demostraciéon de este hecho en el Teorema 2.23.
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2.2 Espacios métricos

-

Definicion 2.7 Un conjunto X cuyos elementos llamaremos puntos, se dice que es un espacio
métrico si a cada dos puntos p y q de X hay asociado un nimero real d(p, q) llamado distancia de
p aq, tal que

(a) d(p,q) > 0 sip # q;d(p,p) = 0;

(b) d(p,q) = d(q,p);

(c) d(p,q) < d(p,r)+ d(r,q), para todo r € X.

Cualquier funcion con las tres propiedades anteriores se llama funcion distancia o métrica.

x

Ejemplo 2.3 Los ejemplos mds importantes de espacios métricos, desde nuestro punto de vista, son
los espacios euclidianos R, especialmente R (la recta real) y R? (el plano complejo); la distancia en
R* se define por

d(z,y) = |z -y (wy € R’“) : (2.2.1)
Por el Teorema 1.12, las condiciones de la definicion 2.7 quedan satisfechas por (2.2.1).

Es importante observar que todo subconjunto Y de un espacio métrico X, es a su vez un espacio
métrico, con la misma funcion distancia; porque estd claro que si se cumplen las condiciones (a) a
(¢) de la Definicion 2.7 para p,q,r € X, también se cumplirdn si imponemos a p,q,r la condicion
restrictiva de pertenecer a 'Y .

Asi pues, todo subconjunto de un espacio euclidiano, es un espacio métrico. Otros ejemplos son los
espacios C(K) y L2(u), que se tratan en los capitulos posteriores.

Definicion 2.8 Por segmento (a,b) queremos significar el conjunto de todos los nimeros reales x
tales que a < x < b.

Por intervalo [a,b] entendemos el conjunto de todos los nimeros reales x tales que a < x < b.
Ocasionalmente encontraremos «intervalos semi-abiertos» [a,b) y (a,b], el primero de los cuales estd
constituido por todo x tal que a < x < b, y el sequndo por todo x para el cual a < x < b.

Sia; < b parai=1,...,k, el conjunto de todos los puntos, € = (z1,...,Tk) en R*, cuyas coorde-
nadas satisfacen las desigualdades a; < x; < bi(1 < i < k) se llama celda-k. Asi, una celda-1 es un
intervalo, una celda-2 un rectingulo, etc.

Siz € RF yr >0, se define la bola abierta (o cerrada) B con centro en x y radio r como el conjunto
de todo y € R¥ tal que |y — x| <r (o |y — x| < 7).

Llamaremos convexo a un conjunto E C R¥, si

A+ (1—NyeE

cuandox € By e E y0 < A < 1.
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Por ejemplo, las bolas son convexas. Porque si |y — x| <7, |z — x| <r,y 0 < X < 1. tenemos
Ay + (1 =Nz -z =My —z)+ (1-A)(z - =)
<ANMy—z|+ 1 =Nz—z|< Ir+(1=Nr=r.

La misma demostraciéon se aplica a las bolas cerradas. Es también facil de ver que las celdas-k son
convexas.

e N

Definicion 2.9 Sea X un espacio métrico. Se entiende que todos los puntos y conjuntos mencionados
a continuacion son elementos y subconjuntos de X .

(a) Vecindad (o entorno) de un punto p es un conjunto Ny(p) formado por todos los puntos q tales
que d(p,q) < r. Al nimero r se le llama radio de N,(p).

(b) Un punto p es un punto limite del conjunto E si toda vecindad de p contiene un punto q # p tal
que q € E.

(c) Sip € E yp no es un punto limite de E, a p se le llama punto aislado de E.

(d) E es cerrado si todos sus puntos limites pertenecen a él.

(e) Un punto p es interior a E si existe una vecindad N de p tal que N C E.

(f) E es abierto si todos sus puntos son interiores.

(9) El complemento de E (representado por E€) es el conjunto de todos los puntos p € X tales que
p¢E.

(h) E es perfecto si es cerrado y todos sus puntos son puntos limites.

(i) E es acotado si hay un nimero real M y un punto q € X tales que d(p,q) < M para todo p € E.
(j) E es denso en X si todo punto de X es punto limite de E, o punto de E (o ambas cosas a la
vez).

S

Observemos que en R! las vecindades son segmentos, mientras que en R? son circulos.

.

Teorema 2.5 Toda vecindad es un conjunto abierto.

&

Demostracion: Consideremos una vecindad E = Ny(p), y sea q¢ un punto cualquiera de E. Hay un
nimero real positivo h, tal que

d(p,q) =7 —h

Para todo punto s para el cual d(q,s) < h tendremos, pues
d(p,s) < d(p,q) +d(q,s) <r—h+h=r

de modo que s € E. Asi pues, q es un punto interior de E.

Teorema 2.6 Sip es un punto limite de un conjunto E, toda vecindad de p contiene infinitos puntos
de E.

Demostracion: Supongamos que hay una vecindad N de p que solamente contiene un nidmero finito
de puntos de E. Sean qi,...,qn esos puntos de N N E que son distintos de p, y hagamos

r= 1gggnd(p, dm)

[usaremos esta notacion para expresar el menor de los nimeros d (p,q1),...,d(p,qn)/. El minimo de
un conjunto finito de nimeros positivos es, evidentemente, positivo, de modo que r > 0.
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La vecindad N, (p) no contiene ningiin punto q de E tal que q # p, de modo que p no es punto limite
de E. Esta contradiccion, demuestra el teorema.

Corolario 2.3 Un conjunto finito de puntos no tiene puntos limites.

Ejemplo 2.4 Consideremos los siquientes subconjuntos de R? :
(a) El conjunto de todos los nimeros complejos z tales que |z| < 1.
(b) El conjunto de todos los nimeros complejos z tales que |z| < 1.
(c) Un conjunto finito.
(d) El conjunto de todos los enteros.
(e) El conjunto constituido por los nimeros 1/n(n =1,2,3,...).

Notemos que este conjunto E tiene un punto limite (éste es, z = 0 ), pero ningin punto de E es
punto limite de E, con lo que se ve la diferencia entre poseer un punto limite y contenerle.

(f) El conjunto de todos los niimeros complejos (esto es, R? ).
(g9) El segmento (a,b).
Observemos que (d), (€) y (g) pueden ser considerados también como subconjuntos de R!.

A continuacion se expresan en una tabla algunas propiedades de estos conjuntos:

Cerrado Abierto Perfecto Acotado

(a) No St No Si
(b) ST No ST ST
(c) ST No No ST
(d) ST No No No
(e) No No No ST
(f) S7 S7 S7 No
(g9) No No St

En (g) hemos dejado la sequnda columna en blanco. La razdn es que el segmento (a,b) no es abierto si

le consideramos como un subconjunto de R?, pero si es un subconjunto abierto de R'.

Teorema 2.7 Sea {Ey} una coleccion (finita o infinita) de conjuntos E,. Serd:

<U Ea) =((ES). (2.2.2)

«

Demostracion: Sean A y B el primero y el seqgundo miembro de (2.2.2). Si x € A, entonces x ¢
Ua Ea; por tanto x ¢ Eq para cualquier o, y x € ES para todo o, de modo que x € (), ES. Ast pues,
ACB.
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Inversamente, si x € B, estard x € Ef, para todo o, y x ¢ E, para cualquier o, y de aqui xz ¢ J,, Ea,
de modo que x € (U, Ea)®. Asi pues, B C A.

Se deduce pues, que A = B.

Teorema 2.8 Un conjunto E es abierto, si y solo si su complemento es cerrado.

Demostracion: Supongamos, primeramente que E€ es cerrado, y elijamos un x € E. En este caso,
x & E° yx no es punto limite de E°. Por tanto, existe una vecindad N de x tal que E°N N es vacio,
esto es, N C E. Este x es un punto interior de E' y E es abierto.

Ahora, supongamos E abierto y sea x un punto limite de E¢. Cada vecindad de x contiene un punto
de E°, de modo que x no es punto interior de E. Como E es abierto, esto significa que x € E°, de
donde se deduce que E€ es cerrado.

e ™

Corolario 2.4 Un conjunto F' es cerrado si, y solo si, su complemento es abierto.

Teorema 2.9 (a) Para toda coleccion {G.} de conjuntos abiertos, |J, Ga es abierto.
(b) Para toda coleccion {F,} de conjuntos cerrados, ), Fa es cerrado.
(¢) Para toda coleccion finita Gu, ..., Gy de conjuntos abiertos, ()i, G; es abierto.

(d) Para toda coleccion finita Fi, ..., F, de conjuntos cerrados, \J;—, F; es cerrado.

&

Demostracion: Hagamos G = |J, Go. St x € G, tendremos que v € G para algin a. Como x es
un punto interior de Gy, es también un punto interior de G, y G es abierto, lo que demuestra (a).

Por el Teorema 2.7,

(ﬂ Fa> =JF) (2.2.3)

«
y FS es abierto, por el Teorema 2.8. Por tanto (a) implica que (2.2.3) es abierto y, por tanto, (), Fa
cerrado.

Ahora, hagamos H = (_; Gi. Para todo x € H, existen vecindades N; de x, con radios r;, tales
que N; C G;(i =1,...,n). Hagamos
r=min (ry,...,r)
y sea N la vecindad de x de radio r. Entonces, N C G; parai=1,...,n de forma que N C H, y H

es abierto.

Tomando complementos de (c) se deduce (d):

Ejemplo 2.5 En los apartados (¢) y (d) del teorema precedente es esencial el cardcter finito de las

colecciones. Para verlo, sea G, el segmento (—l l) (n=1,2,3,...): Gy es un subconjunto abierto de

n’n
Rl

(F)-

7

fC-
1 D-
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Hagamos G = ﬂflo:l Gn; G estard constituido por un solo punto (esto es, x = 0 ) y no es, por
consiguiente, un subconjunto abierto de R'.

Ast, pues, la interseccion de una coleccion infinita de conjuntos abiertos no es necesariamente abierta.
Del mismo modo, la union de una coleccion infinita de conjuntos cerrados no es necesariamente cerrada.

Definicion 2.10 Si X es un espacio métrico, E C X y E' representa al conjunto de todos los puntos
limite de E en X, entonces la cerradura de E es el conjunto E = EU E'.

\

-

Teorema 2.10 Si X es un espacio métrico y £ C X, entonces

(a) E es cerrado,

(b) E = E si, y solo si, E es cerrado,

(c) E C F para cada conjunto cerrado F C X tal que E C F.

De (a) y (c) es fdcil ver que E es el subconjunto cerrado mds pequerio de X que contiene E.

&

Demostracién: (a) Sip € X yp ¢ E, entonces p no es punto de E ni tampoco punto limite de E.
Por consiguiente, p tiene una vecindad que no intersecta E. Por tanto el complemento de E es abierto.

De aqui que E es cerrado.

(b) Si E = E, (a) implica que E es cerrado. Si E es cerrado, entonces E' C E [por las Definiciones
2.9(d) y 2.10]; por lo tanto E = E.

(c) Si F es cerrado y F O E, entonces F D F', de aqui que F D E'. Esto es F D E.

Teorema 2.11 Sea E un conjunto de numeros reales acotado superiormente y que no es vacio. Si
y =sup E. Entonces y € E. Por consiguiente y € E si E es cerrado.

Compéarese esto con los ejemplos de la seccion ?77.

Demostracién: Siy € E, entonces y € E. Supongase que y ¢ E. Entonces para cada h > 0 existe
un punto x € E tal que y — h < x <y, porque de otra forma y — h seria una cota superior de E. De
aqui que y es un punto limite de E. Por consiquiente, y € F.

Observacion: Supongamos E CY C X, siendo X un espacio métrico. Decir que E es un subconjunto
abierto de X significa que a cada punto p € E hay asociado un numero positivo r, tal que las condiciones
d(p,q) <ryqée X implica que ¢ € E. Pero hemos visto anteriormente (Sec. 2.16) que Y es también un
espacio métrico, por lo que nuestras definiciones se pueden hacer igual con Y. Para ser mds explicitos,
diremos que E es abierto relativo en'Y si a cada p € E hay asociado un r > 0, tal que ¢ € E cuando
d(p,q) < r yq €Y. El ejemplo 2.4(g) mostré que un conjunto puede ser abierto relativo en Y sin
ser un subconjunto abierto de X. Sin embargo, hay una relacion sencilla entre estos conceptos, que
estableceremos ahora.

Teorema 2.12 Supongamos Y C X. Un subconjunto E de Y es abierto relativo en Y si, y solo si
E =Y NG para algin subconjunto abierto G de X.

Demostracion: Supongamos que E es abierto relativo en'Y . Para cada p € E hay un nimero positivo
rp, tal que las condiciones d(p,q) < 1, y q € Y implican que q € E. Sea V), el conjunto de todos los
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q € X, tales que d(p,q) < rp y definamos
G=JV
peE
Por los Teoremas 2.5 y 2.9, G serd un subconjunto abierto de X.
Como p €'V, para todo p € E, es claro que E C GNY.

Por nuestra eleccion de V,, tenemos que V, NY C E para todo p € E, de modo que GNY C E. Asi
pues, E=GnNY, con lo que queda demostrada la mitad del teorema.

Inversamente, si G es abierto en X y E = GNY, todo p € E tiene una vecindad V,, C G. Por tanto,
VpoNY C E, de modo que E es abierto relativo en Y .

2.3 Conjuntos compactos

Definicion 2.11 Llamaremos cubierta abierta de un conjunto E en un espacio métrico X a la
coleccion {G} de subconjuntos abiertos de X, tales que E C |, Ga.

\

-

Definicion 2.12 Se dice que un subconjunto K de un espacio métrico X es compacto si toda cubierta
abierta de K contiene una subcubierta finita.
Mas explicitamente, la condicion es que si {Go} es una cubierta abierta de K, hay un nimero finito

de indices aq, . ..oy, tales que

K CGg U UGaq,.

. J

La nocién de compacticidad es de gran importancia en anélisis, especialmente en relaciéon con la
continuidad. (Cap. ?7).

Se ve claramente que todo conjunto finito es compacto. La existencia de una extensa clase de con-
juntos compactos infinitos en R¥, se deduce del Teorema 2.21.

Ya hemos observado (en la Sec. 7?7) que si E C Y C X, E puede ser abierto relativo en Y, sin ser
abierto relativo en X. La propiedad de ser abierto depende, pues, del espacio en el que esta sumergido

E. Igualmente es cierto para la propiedad de ser cerrado.

Sin embargo, es més facil utilizar la compacticidad, del modo que vamos a ver. Para formular
el proximo teorema, diremos provisionalmente, que K es compacto relativo en X si se cumplen las
condiciones de la Definicion 2.12.

Teorema 2.13 Supongamos K CY C X. K es compacto relativo en X si, y solo si K es compacto
relativo en Y .

En virtud de este teorema podemos, en muchos casos, considerar conjuntos compactos como espacios
métricos en si mismos, sin prestar atencién al espacio que los contiene. En particular, aunque tiene
escaso sentido hablar de espacios abiertos o cerrados (todo espacio métrico X es un subconjunto abierto
de si mismo, asi como también un subconjunto cerrado de si mismo), tendré sentido hablar de espacios
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métricos compactos.

Demostracion: Supongamos K compacto relativo en X, y sea {V,} una coleccion de conjuntos,
abierta relativa en'Y', tal que K C |J,, Vo. Por el Teorema 2.12, existen conjuntos G, abiertos relativos
en X, tales que Vo, =Y NGy, para todo «; y como K es compacto relativo en X, tendremos:

K C Gy U---UG,, (2.3.1)
para cierta eleccion de un nimero finito de indices aq, ..., a,. Como K CY (2.3.1) implica que
KcVy,Uu---uV,,. (2.3.2)

Lo que demuestra que K es compacto relativo en'Y .

Inversamente, supongamos que K es compacto relativo en’Y y sea {Go} una coleccion de subconjun-
tos abiertos de X que cubre a K. Hagamos Vo, =Y NGy, luego (2.3.2) se cumplird para cierta eleccion
de ai,...,ap, y como Vo C Gq, (2.3.2) implica (2.3.1); lo que completa la demostracion.

Teorema 2.14 Los subconjuntos compactos de espacios métricos, son cerrados.

Demostracion: Sea K un subconjunto compacto de un espacio métrico X. Demostraremos que el

complemento de K es un subconjunto abierto de X.

Supongamosp € X yp ¢ K. Si q € K, sean Vg y W, vecindades de p y q, respectivamente, de radios
menores que %d(p, q) [ver la Definicion 2.9(a)]. Como K es compacto, hay un nimero finito de puntos
qi,-..,qn en K, tales que

KcWyU---uW,, =W.

SiV =VyN---NV,,,V es una vecindad de p que no interseca a W. Por tanto, V C K¢, de modo que
p es un punto interior de K¢; de donde se deduce el teorema.

Teorema 2.15 Los subconjuntos cerrados de conjuntos compactos, son compactos.

Demostracion: Supongamos F C K C X, F cerrado (relativo en X ) y K compacto. Sea {Va} una
cubierta abierta de F. Si se anade F¢ a {V,}, se obtiene una cubierta abierta 2 de K. Como K es
compacto, hay una subcoleccion finita ® de Q) que cubre a K vy, por tanto, a F. Si F¢ es un elemento
de ®, podemos sacarle de ®, quedando aun una cubierta abierta de F. Hemos demostrado asi que una
subcoleccion finita de {Vy} cubre a F.

Corolario 2.5 Si F' es cerrado y K compacto, F N K es compacto

Demostraciéon: Los Teoremas 2.9(b) y 2.14, demuestran que F N K es cerrado; como FNK C K,
el teorema 2.15 demuestra que F'N K es compacto.

Teorema 2.16 Si {K,} es una coleccion de subconjuntos compactos de un espacio métrico X, tal
que la interseccion de toda subcoleccion finita de {K,} es no vacia, (K, es no vacia.

Demostracion: Tomemos un elemento K; de {K,} y hagamos G, = K§. Admitamos que ningin
punto de K1 pertenece a todos los K. En estas condiciones, los conjuntos G, forman una cubierta
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abierta de K1, y como K1 es compacto, hay un nidmero finito de indices aq,...,a,, tal que K1 C
G, U--- UGy, . Pero esto significa que

KiNKy N--NEK,,

es vacio, en contra de la hipdtesis.

Corolario 2.6 Si {K,} es una sucesion de conjuntos compactos no vacios, tales que K, O Ky,
(n=1,2,3,...), N Ky es no vacio.

\ J

Teorema 2.17 Si E es un subconjunto infinito de un conjunto compacto K, E tiene un punto limite
en K.

(& J

Demostraciéon: Si ningiin punto de K fuera punto limite de E, todo ¢ € K tendria una vecindad V,
que contendria a lo mds un punto de E (esto es, q siq € E ). Estd claro que ninguna subcoleccion finita
de {V,} puede cubrir a E; y lo mismo sucede con K, luego E C K, lo que contradice la compacticidad

de K.

Teorema 2.18 Si {I,,} es una sucesion de intervalos en R, tal que I,, D Iny1 (n = 1,2,3,...),
N1 I, es no vacia.

Demostracion: Si I, = [an,by,], sea E el conjunto de todos los a,. E serd no vacio y acotado
superiormente (por by ). Sea x el sup de E. Si m yn son enteros positivos:

Qn S Am+n S bm+n S bmv

de modo que x < by, para todo m. Como es obvio que a,, < x, vemos que x € I, para m =1,2,3,...

Teorema 2.19 Sea k un entero positivo. Si {I,} es una sucesion de k-celdas, tales que I, D I 41
(n=1,2,3,...), N I es no vacio.

Demostracion: Supongamos que I,, consta de todos los puntos x = (x1,...,xk), tales que
an,jéxjgbn,j (1<ji<kn=123,...)

y hagamos I, j = [an j, by j]. Para cada j, la sucesion {I,;} satisface la hipdtesis del Teorema 2.18.
Por tanto, existen nimeros reales x;(l <j <k ) para los cuales

Llamando x* = (x7,...,x}), vemos que =* € I, paran =1,2,3,... de lo que se deduce el teorema.

Teorema 2.20 Toda celda-k es compacta.

Demostracion: Sea I, una celda-k constituida por todos los puntos @ = (x1,...,xy), tales que aj <

xzj < bj(1 <j<k). Hagamos
& 1/2
6= {Z (bj — aj)Q}
1
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Serd |x —y| <4, sizxel, eyecl.

Supongamos, para llegar a una contradiccion, que existe una cubierta abierta {Go} de I que no
contiene ninguna subcubierta finita de I. Hagamos c¢; = (a; + b;) /2. Los intervalos [aj,c;] y [cj,bj]
determinardn 2F celdas-k Q;, cuya union es I. Al menos uno de estos conjuntos Q;, que llamamos Iy,
no puede ser cubierto por ninguna subcoleccion finita de {Go} (de otro modo I podria ser asi cubierto).
A continuacion, dividiremos I y continuaremos el proceso, obteniendo asi una sucesion {I,} con las
siguientes propiedades

(a) IDL DIbDI3D---;
(b) I, no es cubierto por ninguna subcoleccion finita de {Gu}.
(c) Sixel, yy € I, luego |x —y| <2774.

Por (a) y el Teorema 2.19, hay un punto x* que pertenece a todo I,,. Para algin o, x* € Go. Como
G es abierto, existe un r > 0, tal que |y —x*| < r implica que y € G,. Si n es tan grande que
270 < r (tal n existe, porque de otro modo seria 2™ < &/r para todo entero positivo n, lo que es
absurdo) porque R es arquimediano, luego (c) implica que I, C Gq, lo que estd en contradiccion con
(b), quedando completa la demostracion.

La equivalencia de (a) y (b) del proximo teorema, se conoce por teorema de Heine-Borel.

Teorema 2.21 Si un conjunto E en RF tiene una de las tres propiedades siquientes, tiene también
las otras dos.

(a) E es cerrado y acotado

(b) E es compacto,

(c) Todo subconjunto infinito de E tiene un punto limite en E.

Demostracion: Si se cumple (a) E C I para alguna celda-k I y se deduce (b) de los Teoremas 2.20
y 2.15. El Teorema 2.17 demuestra que (b) implica (c). Queda por demostrar que (c) implica (a).

Si E no es acotado, luego E contiene puntos x,, con
len| >n (n=1,2,3,...).

El conjunto S constituido por estos puntos x, es infinito y se ve inmediatamente que no tiene ningin
punto de limite en Rk y, por tanto, en E, por lo que (c) tiene como consecuencia que E es acotado.

Si E no es cerrado, hay un punto &y € R* que es punto limite de E, pero no pertenece a E. Para
n = 1,2,3,... existen puntos x,, € E, tales que |z, — xo| < 1/n. Sea S el conjunto de estos puntos
&y, 1 S serd infinito (de otro modo |x, — xo| tendria un valor positivo constante para infinitos n ) y
tiene a &y como punto limite y no tiene ningun otro en R, porque St Y € R¥ Yy Y # xo seria

|Tn, —y| > X0 — y| — |28 — 20|
1 1
> lxg—y|—— > = |zo — Yy
n 2

para todos los valores de n, excepto un niumero finito de ellos, lo que demuestra que y no es punto
limite de S (Teorema 2.6).

Por tanto, S no tiene puntos limite en E; por lo que E debe ser cerrado si se cumple (c).
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Debemos hacer notar, en este punto, que (b) y (c¢) son equivalentes en todo espacio métrico (Ejer.
26), pero que (a), en general, no implica (b) y (c). Se dan ejemplos en el Ejercicio 16 y en el espacio
L2, tratado en el capitulo ?7?.

Teorema 2.22 (Weierstrass) Todo subconjunto infinito acotado de R* tiene un punto limite en RF.

Demostracion: Por ser acotado, el conjunto E en cuestion es un subconjunto de una celda-k I C RF.
Por el Teorema 2.20, I es compacto; y, por tanto, E tiene un punto limite en I, por Teorema 2.17.

2.4 Conjuntos perfectos

Teorema 2.23 Sea P un conjunto perfecto no vacio en R*. P es no numerable.

Demostracion: Como P tiene puntos limite, debe ser infinito. Supongdmosle numerable y represen-
temos sus puntos por xi,xa,xs3, ... Construiremos una sucesion {V,} de vecindades, como sigue:

Sea Vi una vecindad de x1. Si Vi contiene a todo y € R¥, tal que |y — x1| < r, se define la cerradura
Vi correspondiente, como el conjunto de todos los y € R, tales que |y — x1| < 7.

Supongamos que se ha construido V,, de modo que V, N P es no vacio. Como todo punto de P es
punto limite de P, hay una vecindad Vyy1, tal que (i) Vi1 C Vi (ii) @n & Vig; (i65) Voy1 NP es no
vacio. Por (iii), V41 satisface nuestras hipotesis inductivas y puede realizarse la construccion.

Hagamos K, =V, N P. Como V,, es cerrado y acotado, V,, es compacto. Como @, ¢ K,y1 ningin
punto de P pertenece a (7" K. Como K, C P, esto significa que (\{° K, es vacio. Pero todo K,, es
no vacio por (iit) y K, O Kni1 por (i), lo que contradice al corolario del Teorema 2.16.

Corolario 2.7 Todo intervalo [a,b](a < b) es no numerable. En particular, el conjunto de todos los
nimeros reales es no numerable.

2.4.1 El conjunto de Cantor

El conjunto que vamos a construir, ahora demuestra que existen conjuntos perfectos en R que no
contienen ningin segmento.

Sea Ej el intervalo [0,1]. Separemos el segmento (%, %), y sea Fj la reuniéon de los intervalos

Separemos los tercios centrales de estos intervalos, y sea E5 la union de los intervalos

1 2 3]
Oaf ) 7>§ ) §7Z ) §a1
9]79°9] 1979 |9

Continuando de este modo, obtenemos una sucesiéon de conjuntos compactos F,, tales que
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(a) Ei1DEyDE3D -
(b) E,, es la uniéon de 2" intervalos, cada uno de longitud 37".
El conjunto
(o]
P=()E.
n=1
se llama conjunto de Cantor. P es, evidentemente, compacto y el Teorema 2.16 demuestra que es no
vacio.

Ningin segmento de la forma

3k+1 3k+2
< 1okt ) (2.4.1)
3m 3m
donde k y m son enteros positivos, tiene un punto comun con P. Como todo segmento («, 3) contiene
a un segmento de la forma (2.4.1), si
b —a«

37 <
6

P no contiene a ningtn segmento.

Para demostrar que P es perfecto basta hacer ver que no contiene ningin punto aislado. Sea x € Py
S un segmento que contiene a . Sea I, el intervalo de F,, que contiene a z. Elijamos n suficientemente
grande para que I, C S y sea x, un extremo de I, tal que x,, # x.

De la construcciéon de P se deduce que z,, € P, por lo que x es un punto limite de P y éste es
perfecto.

Una de las propiedades més interesantes del conjunto de Cantor es que nos proporciona un ejemplo
de conjunto no numerable de medida cero (el concepto de medida, se estudiara en el Cap. 77).

2.5 Conjuntos conexos

e N

Definicion 2.13 Dos subconjuntos A y B de un espacio métrico X se dice que son separados si
AN B y AN B son vacios, es decir, si ningiin punto de A pertenece a la cerradura de B y ningiin
punto de B pertenece a la cerradura de A.

Un conjunto E C X se dice que es conexo si E no es la union de dos conjuntos separados que mo
som vacios.

« J

Observacion: Es obvio que los conjuntos separados son ajenos, pero los conjuntos ajenos no necesa-
riamente son separados. Por ejemplo, el intervalo [0,1] y el segmento (1,2) no son separados, debido
a que 1 es un punto limite de (1,2). No obstante, los segmentos (0,1) y (1,2) son separados.

Los subconjuntos conexos de la recta real tienen una estructura particularmente sencilla:

Teorema 2.24 Un subconjunto E de la recta real R' es conexo si, y solamente si tiene la siguiente
propiedad: Six € E, y € E, yx < z <y, entonces z € B.
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Demostracion: Si existe ¢ € E,y € E, y algin z € (x,y) tal que z ¢ E, entonces E = A, U B,
donde
A, =FEN(-00,2), B,=FEnN(z,+00).

Como x € A, yy € B,,A y B no son vacios. Ya que A, C (—00,2) y B, C (z,+00), estos son
separados. De aqui E no es conezxo.

De manera inversa, supongase que E no es conexo. Entonces hay conjuntos A y B separados que no
son vacios tales que AU B = E. Si se toman x € A,y € B, y se supone (sin perder generalidad) que
x < y. Se define ahora

z =sup(ANz,y]).

Por el Teorema 2.11, z € A; de aqui que z ¢ B. En particular, v < z < y.

Siz¢ A, se deduce quex < z<yyz¢FE.

Si z € A, entonces z ¢ B, en consecuencia existe z tal que z < z1 < y y z1 ¢ B. Por lo tanto,
r<zn<yyz ¢FE.

2.6 Ejericios

1. Demostrar que el conjunto vacio es un subconjunto de cada conjunto.

2. Se dice que un numero complejo z es algebraico si hay enteros ag, . . ., a,, que no son todos cero,
tales que
n n—1 —
apz” +aiz +---4+ap_1z+a, =0.

Demostrar que el conjunto de todos los nimeros algebraicos es numerable. Sugerencia: Para cada
entero positivo N hay solo un nimero finito de ecuaciones con

n+ |ag| + |a1| + -+ |an| = N.

3. Demostrar que existen ntimeros reales que no son algebraicos.
4. jEs numerable el conjunto de todos los niimeros reales irracionales?
5. Construir un conjunto acotado de ntimeros reales que tenga exactamente tres puntos limites.

6. Si £’ es el conjunto de todos los puntos limite de un conjunto E. Demostrar que E’ es cerrado.
Demostrar también que E y E tienen los mismos puntos limite. (Recordar que £ = E U E'.)
JSiempre tienen F y E’ los mismos puntos limite?

7. Sean Aq, A, As, ... subconjuntos de un espacio métrico.

(a) Si B, = U}, 4i, demostrar que B,, = || A;, paran =1,2,3,....
(b) Si B =J2, A;, demostrar que B D |J32, A;.
Mostrar, con un ejemplo, que esta inclusién puede ser propia.

8. ;Es cada punto de cada conjunto abierto £ C R? un punto limite de E? Responder la misma
pregunta para conjuntos cerrados en R2.
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9. Sea E° el conjunto de todos los puntos interiores de un conjunto E. [Véase la Definicion 2.9(e);
a E° se le denomina el interior de F.|

(a) Demostrar que E° es siempre abierto.
b) Demostrar que E es abierto si y solo si, E° = E.
¢) Si G C E y G es abierto, demostrar que G C E°.

e) jTienen siempre F y E los mismos interiores?

(
(
(d) Demostrar que el complemento de E° es la cerradura del complemento de E.
(
(f

) ¢ Tienen siempre E y E° las mismas cerraduras?

10. Sea X un conjunto infinito. Si para p € X y ¢ € X se define

Nl

Demostrar que esto es una métrica. ;Cuéles subconjuntos del espacio métrico resultante son
abiertos? jCuéles son cerrados? ;Cudles son compactos?

11. Si para z € R! y y € R! se define

dl(xay) = (l’ - y)2>

dQ(xvy) = |'I - y|a

ds(z,y) = |2° -y,

d4(l’,y) = |l‘ - 2y|7
|z =yl

ds(x,y) =

Determinar cuales de éstas son métricas.
12. Si K C R! consta de 0 y los ntimeros 1/n, para n = 1,2,3,... Demostrar que K es compacto,

directamente de la definiciéon (sin usar el teorema de Heine-Borel).

13. Construir un conjunto de numeros reales compacto en el cual sus puntos limites formen un
conjunto numerable.

14. Dar un ejemplo de una cubierta abierta del segmento (0,1) que no tenga una subcubierta finita.

15. Mostrar que el Teorema 2.16 y su Corolario son falsos (en R!, por ejemplo) si se reemplaza la
palabra “compacto” por “cerrado” o por “acotado”.

16. Considerar al conjunto de los nimeros racionales Q, como un espacio métrico con d(p, q) = |[p—q|.
Sea E el conjunto de todos los p € Q tales que 2 < p? < 3. Mostrar que E es cerrado y acotado
en QQ, pero que F no es compacto. ;Es E abierto en Q7

17. Si E es el conjunto de todos los x € [0,1] cuya expansion decimal contiene unicamente a los
digitos 4 y 7. ;Es numerable E? jEs denso E en [0,1]? ;Es E compacto? jEs E perfecto?.

18. ;Existe un conjunto perfecto que no es vacio en R! que no contiene ningtin ntimero racional?
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

(a) Si A y B son conjuntos cerrados ajenos en algin espacio métrico X, demostrar que son
separados.

(b) Demostrar lo mismo para conjuntos ajenos abiertos.

(c) Sip € X,0 > 0 son fijos y se define A como el conjunto de todos los ¢ € X para los cuales
d(p,q) < 0 y B se define de manera similar, con > en lugar de <. Demostrar que A y B son
separados.

(d) Demostrar que cada espacio métrico conexo que tiene al menos dos puntos no es numerable.
Sugerencia: Usar (c).

(Las cerraduras y los interiores de conjuntos conexos son siempre conexos? (Considérense los
subconjuntos de R2.)

Sean A y B subconjuntos separados de algtin R¥, supongase ademas que a € A, b € B, y definase
p(t)=(1—t)a+tb

para t € R, Haciendo Ag = p~1(A), By = p~!(B). [Entonces t € Ay si y solo si p(t) € A.
(a) Demostrar que Ag y By son subconjuntos separados de R!.
(b) Demostrar que existe un ¢y € (0, 1) tal que p(to) ¢ AU B.

(¢) Demostrar que cada subconjunto convexo de R¥ es conexo.

Se dice que un espacio métrico es separable si contiene un subconjunto denso numerable. Demos-
trar que R¥ es separable. Sugerencia: Considerar el conjunto de los puntos que tienen coordenadas
racionales.

Se dice que una coleccion {V,} de subconjuntos abiertos de X es una base si se cumplen las
condiciones siguientes: Para todo x € X y cada conjunto abierto G C X tal que x € G, tenemos
que x € V,, C GG para algiin «. En otras palabras, todo conjunto abierto en X, es la unién de una
subcoleccion de {V,}.

Demostrar que todo espacio métrico separable tiene una base numerable.

Sugerencia: Tomar todas las vecindades con radio racional y centro en algiin subconjunto denso
numerable de X.

Sea X un espacio métrico en el cual cada subconjunto infinito tiene un punto limite. Demostrar
que X es separable. Sugerencia. Fijar 6 > 0 y tomar x1 € X. Elegidos z1,...,2; € X, escoger
zj+1 € X, sies posible, de modo que d (x4, z4+1) > d parai = 1,..., j. Demostrar que este proceso
ha de detenerse después de un ntmero finito de pasos, y que, por tanto, X puede ser cubierto
por un numero finito de vecindades de radio 6. Tomar § = 1/n(n = 1,2,3,...) y considerar los
centros de las correspondientes vecindades.

Demostrar que cada espacio métrico K compacto tiene una base numerable, y que K es por lo
tanto separable. Sugerencia: Para cada entero positivo n, hay un ntmero finito de vecindades de
radio 1/n cuya unién cubre a K.
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26.

27.

28.

29.

30.

Sea X un espacio metrico en el que cada subconjunto infinito tiene un punto limite. Demostrar
que X es compacto. Sugerencia: Por los ejercicios 23 y 24, X tiene una base numerable. Se deduce
que toda cubierta aberta de X tiene una subcubierta numerable {G,},n =1,2,3,... Si ninguna
subcoleccién finita de {G),} cubre a X, el complemento F,, de G; U... UG, es no vacio para
todo n, pero () F, es vacio. Si E es un conjunto que contiene un punto de cada F,, considerar
un punto limite de £ y llegar a una contradiccion.

Se dice que un punto p en un espacio métrico X es un punto de condensaciéon de un conjunto
FE C X si cada vecindad de p contiene un nimero de puntos de F que no es numerable.

Suponer que E C R* es no numerable, y sea P el conjunto de todos los puntos de condensacion
de E. Demostrar que P es perfecto y que a lo més un ntimero de puntos numerable de E no esté
en P. En otras palabras, mostrar que P°N E es a lo mas numerable. Sugerencia: Sea {V,,} una
base numerable de R* y W la unién de los V,, para los cuales E NV, es a lo mas numerable,
entonces muéstrese que P = W€,

Demostrar que todo conjunto cerrado en un espacio métrico separable, es la unién de un conjunto
(es posible que vacio) perfecto y un conjunto que es a lo sumo numerable. (Corolario: Todo
conjunto cerrado numerable en R* posee puntos aislados.) Sugerencia: Véase el Ejer. 27.

Demostrar que todo conjunto abierto en R! es la unién de una colecciéon a lo sumo numerable de
segmentos ajenos. Sugerencia: Utilizar el Ejer. 22.
Imitar la demostracion del teorema 2.43 para llegar al resultado siguiente:

Si RF = U‘l)O F,, donde cada F;, es un subconjunto cerrado de RF, al menos uno de los F,, tiene
un interior no vacio.

Propiedad equivalente: Si G, es un subconjunto abierto dentro de R¥, paran =1,2,3,.. ., luego
N7 Gy, es no vacio (de hecho, es denso en R¥ ).

(Es un caso particular del teorema de Baire; ver el Ejer. 22, Cap. 3, para el caso general.)



