CAPITULO 3

Sucesiones numéricas y series

Como indica el titulo, este capitulo tratara principalmente sobre sucesiones y series de ntmeros
complejos. Sin embargo, los hechos fundamentales sobre convergencia se explican con la misma facilidad
para casos mas generales. Las tres primeras secciones tratarédn, en consecuencia, de sucesiones en
espacios euclideanos, o incluso en espacios métricos.

3.1 Sucesiones convergentes

s ~

Definicion 3.1 Se dice que una sucesion {p,} en un espacio métrico X, converge si hay un punto
p € X con las siguientes propiedades: para cada € > 0, existe un numero entero N tal que n > N
implica que d (pn,p) < €. (d representa la distancia en X.)
En este caso, decimos también que {p,} converge hacia p, o que p es el limite de {py} [ver el Teorema
3.1(b)] y escribimos p, — p, 0

lim p, = p.

n—oo
Si {pn} no converge, se dice que diverge.

.

Puede ser conveniente hacer resaltar que nuestra definiciéon de «sucesiéon convergente» depende no
solamente de {p,}, sino también de X; por ejemplo, la sucesion {1/n} converge en R! (hacia 0),
pero no lo hace en el conjunto de los nimeros reales positivos [con d(z,y) = |x — y|]. En casos de
posible ambigiiedad, debemos ser més precisos y especificar «convergente en X», mejor que solamente
«convergentey.

Recordemos que el conjunto de todos los puntos p, (n =1,2,3,...) es el rango de {p,}. El rango de
una sucesion puede ser un conjunto finito, o puede ser infinito. Se dice que la sucesion {p,} es acotada
si lo es su rango.

Como ejemplo, consideremos las siguientes sucesiones de ntimeros complejos (esto es, X = R? ).
(a) Si sy = 1/n, es limy, o0 sy, = 0; el rango es infinito y la sucesion es acotada.

(b) Si s, = n?, la sucesion {s,} no es acotada, es divergente y tiene un rango infinito.

45
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(c) Si sy, =14 [(—1)"/n], la sucesién {s,} converge hacia 1, es acotada y tiene rango infinito.
(d) Si sy =", la sucesion {s,} es divergente, es acotada, y tiene un rango finito.
(e)Sis,=1(n=1,2,3...),{sp} converge hacia 1 , es acotado y tiene un rango finito.

Resumiremos a continuacion algunas propiedades importantes de las sucesiones convergentes en
espacios métricos.

Teorema 3.1 Sea {p,} una sucesion en un espacio métrico X .

(a) {pn} converge hacia p € X si, y solo si toda vecindad de p contiene todos los términos de {p,},
salvo un numero finito de ellos.

(b) Sipe X;p € X y{pn} convergen hacia p y hacia p' entonces p' = p.

(c) Si{pn} converge, entonces {p,} es acotada.

(d) Si E C X yp es un punto de limite de E, existe una sucesion {p,} en E para la cual p =

limy, 00 Pr-

&

Demostracion: (a) Supongamos p, — p y sea V una vecindad de p. Para algin e > 0, las condiciones
d(p,q) < e yq€ X implican que g € V. En correspondencia con este €, existe un N tal que n > N
implica que d (pn,p) < €. Por tanto, n > N implica que p, € V.

Inversamente, supongamos que toda vecindad de p contiene a todos los p,, salvo un niamero finito.
Tomemos € > 0, y sea Vel conjunto de todos los ¢ € X tales que d(p,q) < €. Por hipdtesis, existe un
N (correspondiente a este V') tal que p, € V' sin > N. Asi pues, d(pn,p) < e sin > N vy, por tanto
Pn — P.

(b) Sea un € >0, dado. Existen dos enteros N, N' tales que

n > N implica d (pn,p) < %

n > N’ implica d (pn,p’) <

| ™

De aqui, sin > mdx (N, N'), tenemos

d(p,p') <d(p,pn) +d(pn.p') <e.

Como ¢ era arbitrario, se deduce que d(p,q’) = 0.

(¢) Supongamos que p, — p. Eziste un entero N tal que n > N implica que d (py,p) < 1. Hagamos

r = méX{l,d(plap)7' . 7d(pN7p)}

Entonces, d(pn,p) <r paran=1,2,3,...

(d) Para todo entero positivo n, hay un punto p, € E, tal que d (pn,p) < 1/n. Dado € > 0, elijamos
N de modo que Ne > 1. Sin > N, se deduce que d(py,p) < €. Por tanto, p, — p, lo que completa la
demostracion.
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Podemos estudiar la relacion entre la convergencia y las operaciones algebraicas, para las sucesiones

en R¥. Consideremos primeramente sucesiones de naimeros complejos.

Demostracion: (a) Dado € > 0, existen dos enteros N1, Na tales que

n > Ny implica  |s, —s| < §
n > No implica  |t, —t] < 5.

Si N = max (N1, Na),n > N implica
|(sp +tn) — (s + )| < |sp—s|+ |t — t] <e.
Lo que demuestra (a). La demostracion de (b) es elemental.

(¢) Utilizaremos la identidad

Sptn — st = (sp — 8) (tn —t) +s(tn —t) +t (s — ).

Dado £ > 0, existen dos enteros N1, No tales que

n > Ny implica |s, — s| < /%,
n > Ny implica |t, —t| < /.
Si tomamos N = méx (N1, No), n > N implica
[(sn = 5) (tn — )] <&,
de modo que
lim (s, —s)(t, —t) =0
n—oo

Apliquemos (a) y (b) a (3.1.1). Se deduce que

lim (spty, — st) = 0.

n—o0
(d) Eligiendo m de modo que |s, — s| < |s|, si n. > m, vemos que

1

5ul > sl (n2m)

Dado € > 0, existe un entero N > m tal que n > N implica que
1
lsp, — s| < §|S|26.

Por tanto, paran > N,

Sp — S
SnS

2
<W|sn—s|<5.

(3.1.1)
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Demostracion: (a) Si @, — x, las desigualdades

|aj7n - aj| < |:I:n - :I:| )
que se deducen inmediatamente de la definicion de la norma de R* demuestran que se cumple (3.1.2).

Inversamente, si se cumple (3.1.2), a cada € > 0 corresponde un entero N tal que n > N implica
que
£ .
lajn —ajl < — (1 <j<k)

vk

y por tanto, n > N implica que

1/2

k
jn — @)= 0> lajm -y <e
j=1

por lo que, &, — x, lo que demuestra (a).

El apartado (b) se deduce de (a) y del Teorema 3.2.

3.2 Subsucesiones

Definicion 3.2 Dada una sucesion {py}, consideremos otra {ny} constituida por enteros positivos,
de modo que ny < ng < ng < ---. La sucesion {pp;} se llama subsucesion de {p,}. Si {pni} converge,
su limite se llama limite subsecuencial de {py}.

Es claro que {p,} converge hacia p si, y solo si toda subsucesion de {p,} converge hacia p. Dejamos
los detalles de la demostracion al lector.
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{pn} converge hacia un punto de X.

(b) Toda sucesion acotada en RF contiene una subsucesion convergente.

Demostracion: (a) Sea E el rango de {p,}. Si E es finito entonces hay un p € E y una sucesion
{ni} conny <mng <nzg <---, tales que

pn1:pn2:"':p

La subsucesion {pn,} asi obtenida converge evidentemente hacia p.

Si E es infinito, el Teorema 2.17 muestra que E tiene un punto limite p € X. Si se escoge ny de
tal forma que d (p, pn,) < 1. Después de escoger ny,...,n;_1, el Teorema 2.6 indica que hay un entero
n; > ni—1 tal que d(p,prn,;) < 1/i. Por lo tanto {p,,} converge hacia p.

(b) Esto se concluye de (a), porque el Teorema 2.21 implica que cada subconjunto acotado de RF estd
en un subconjunto compacto de RF.

Teorema 3.5 Los limites subsecuenciales de una sucesion {p,} en un espacio métrico X forman
un subconjunto cerrado de X .

Demostracion: Sea E* el conjunto de los limites subsecuenciales de {p,} y sea q un punto limite de

E*. Se tiene que mostrar que q € E*.

Si se escoge ny de manera que pp, # q. (St tal ny no eziste, entonces E* tiene solo un punto, y no
hay nada que demostrar.) Higase 6 = d (q,pn,) y supongase que se han escogido ni,...,n;—1. Como q
es un punto limite de E*, entonces hay un x € E* con d(z,q) < 27%0. Ya que x € E*, entonces hay
un n; > n;_1 tal que d (x,pp,) < 276. Por lo tanto

d(q,pn,) <2'7%

para i =1,2,3,... Esto quiere decir que {p,} converge hacia q. En consecuencia q € E*.

3.3 Sucesiones de Cauchy

Definicion 3.3 Se dice que una sucesion {p,} en un espacio métrico X es una sucesion de Cauchy
st para todo € > 0, hay un entero N tal que d (pp,pm) <€ sin>N ym > N.

En el estudio de las sucesiones de Cauchy, del mismo modo que en otros casos que encontraremos
maéas adelante, sera 1til el siguiente concepto geométrico.

~

Definicion 3.4 Sea E un subconjunto de un espacio métrico X, y S el conjunto de todos los nimeros
reales de la forma d(p,q) conp € E yq € E. El sup de S se llama diametro de E.

Si {pn} es una sucesion en X y En estd constituido por los puntos PN, PN+1,PN+2,.-., S€ V€
facilmente, como consecuencia de las dos definiciones anteriores, que {p,} es una sucesion de Cauchy
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s, y solo si

lim diam(Ey) = 0.
N—o0

Demostracién: (a) Como E C E, es claro que

diam(F) < diam(FE).

Fijemos € > 0, y elijamos p € E y q € E. Por la definicion de E, existen puntos p',q', en E tales que
d(p,p') <e, yd(q,q) <e. De aqui,

d(p,q) <d(p,p') +d(¥.¢) +d(d,q)
<2 +d (p', q') < 2e 4 diam(E)

Se deduce que

diam(FE) < 2e + diam(E),
y como € era arbitrario, queda demostrado (a).

(b) Hagamos K = ()" K. Por el Teorema 2.16, K es no vacio. Si contiene mds de un punto,
diam(K) > 0. Pero para todo n,K,, D K, de modo que diam(K,) > diam(K), lo que contradice la
hipdtesis de ser diam(K,,) — 0.

Nota: La diferencia entre la definicién de convergencia y la de sucesion de Cauchy, es que el limite esta

incluido explicitamente en la primera y no en la segunda. Asi el Teorema 3.7(b) permitira averiguar si
una sucesion dada converge o no, sin conocer el limite al que pueda tender.

El hecho (contenido en el Teorema 3.7) de converger una sucesion en R si, y solo si es de Cauchy,
se llama cominmente criterio de convergencia de Cauchy.
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Demostracion: (a) Sip, — p ye > 0, hay un entero N tal que d(p,p,) < € para todo n > N. En
consecuencia

d (Pn,pm) < d(pn.p) + d(p,pm) < 2e

sin> N ym > N. Porlo tanto {p,} es una sucesion de Cauchy.

(b) Sea {pn} una sucesion de Cauchy en el conjunto compacto X. Para N = 1,2,3,..., sea En el
conjunto que consta de pN,pPN+1, PN+2,- .. Entonces
lim diam(Ey) = 0, (3.3.1)
N—oo

debido a la Definicion 3.4 y al Teorema 3.6(a). Cada Ey es compacto porque es un subconjunto cerrado
de un espacio compacto X (Teorema 2.15). También Ex D Eni1, asi que En D Eng1.

El Teorema 3.6(b) indica que hay un p € X 1nico, que estd en cada E.

Dado € > 0. Por (3.3.1) hay un entero Ny tal que En < e si N> Ny. Como p € En, se deduce
que d(p,q) < € para cada q € Ey, de aqui que para cada q € Ex. En otras palabras d (p,p,) < € si
n > No. Esto expresa exactamente que p, — p.

(c) Sea x,, una sucesion de Cauchy en R¥. Definase Ex como en (b) con x; en lugar de p;. Para
algin N, diam(Ey) < 1. El rango de {z,} es la union de En y el conjunto finito {x1,...,xn_1}. Por
esto {x,} es acotado. Finalmente de (b) se deduce (c), debido a que todo subconjunto acotado de RF
tiene cerradura compacta en RF (Teorema 2.21).

Definicion 3.5 Si toda sucesion de Cauchy converge en un espacio métrico, se dice que este es
completo.

Entonces el Teorema 3.7 expresa que todos los espacios métricos compactos y los espacios euclidianos
son completos. El Teorema 3.7 implica también que todo subconjunto cerrado F de un espacio métrico
completo X es completo. (Toda sucesion de Cauchy en E es una sucesion de Cauchy en X, por esto
converge hacia algin p € X, y ciertamente p € E porque E es cerrado.) Un ejemplo de un espacio
métrico que no es completo es el espacio de todos los nimeros racionales, d(x,y) = |z — y|.

El Teorema 3.1(c) y el ejemplo (d) de la Definiciéon 3.1, demuestran que las sucesiones convergentes
son acotadas, pero que las sucesiones acotadas, en R¥ no son necesariamente convergentes. Sin embargo,
hay un caso importante en el que convergencia es equivalente a acotacion; esto sucede con las sucesiones
monotonas en R1.

Definicion 3.6 Se dice que una sucesion {s,} de nimeros reales es:
(a) mondtona creciente si s, < spp1(n=1,2,3,...);
(b) monotona decreciente si sy, > spy1(n=1,2,3,...).

La clase de las sucesiones monoétonas esta constituida por las sucesiones crecientes y las decrecientes.

Teorema 3.8 Supongamos que {s,} es mondtona. {s,} converge si, y solo si es acotada.

Demostracion: Supongamos que s, < sp+1 (la demostracion es andloga en el otro caso). Sea E el
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rango de {sp}. Si {sn} es acotada, sea s el sup de E. Serd
sp<s (n=1,2,3,...)
Para todo € > 0, existe un entero N, tal que
s—e<sy<s
porque de otro modo s — € seria una cota superior de E. Como {sn} es creciente, n > N implica que
s—¢e< s, <s,

lo que demuestra que {s,} converge (hacia s).

La inversa se deduce del Teorema 3.1(c).

3.4 Limites superior e inferior

Definicion 3.7 Sea {s,} una sucesion de nimeros reales con las siguientes propiedades: para cada
numero real M hay un entero N, tal que n > N implica que s, > M. Escribimos

Sp —> +00.

Del mismo modo, st para todo nimero real M existe un entero N tal que n > N implica que s,, < M,
escribimos
Sp —» —00.

\ J

Se habra observado que hemos utilizado el simbolo — (introducido en la Definicion 3.1) para ciertos
tipos de sucesiones divergentes, igual que para las convergentes, pero sin que se hayan cambiado las
definiciones de convergencia y de limite, dadas en la Definiciéon 3.1.

Definicion 3.8 Sea {s,} una sucesion de nimeros reales, y E el conjunto de los nimeros x (en el
sistema extendido de nimeros reales) tales que sy, — x para alguna subsucesion sy, . Este conjunto
E contiene todos los limites subsecuenciales definidos en la Definicion 3.2 mds, posiblemente, los
numeros 400 y —oo.

Recordemos, ahora, las Definiciones 1.6 y 1.10 y hagamos

s*=supF
sy =Inf F

Los nameros s* y s, se llaman limites superior e inferior de {s,}; utilizaremos la notacion

lim sups,, = s*, liminfs, = s,.
n—00 n—0o0
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Teorema 3.9 Sea {sy,} una sucesion de nimeros reales, y consideremos que E y s* tienen el mismo
significado que en la Definicion 3.8. En estas condiciones, s* tiene las dos propiedades siguientes:
(a) s* € E.

(b) Si x> s*, existe un entero N tal que n > N implica que sy, < x.

Ademds, s* es el inico nimero que posee las propiedades (a) y (b).

Para s, se obtiene, evidentemente, un resultado andlogo.

Demostracion: (a) Si s* = 400, E no estd acotado superiormente, por lo que no lo estd {s,} y existe
una subsucesion {sp, } tal que sy, — +00.

Si s* es real, E estd acotado superiormente y existe al menos un limite subsecuencial, de modo que
(a) se deduce de los Teoremas 3.5 y 2.11.

Si s* = —o0, E contiene solo un elemento, es decir —oo, y no existe limite subsecuencial. Por tanto,
para todo niumero real M, s, > M para, a lo sumo, un ndmero finito de valores de n, de modo que
Sp — —00.

Queda asi demostrado (a) para todos los casos posibles.

(b) Para demostrar (b), supongamos que existe un nimero x > s* tal que s, > x para infinitos
valores de n. En este caso, existe un numero y € E tal que y > x > s*, en contradiccion con la
definicion de s*.

Por tanto, s* satisface a (a) y (b).

Para demostrar la unicidad, supongamos que existen dos nimeros p y q que satisfacen (a) y (b), y
sea p < q. Elijamos x de modo que p < x < q. Como p satisface (b), tenemos que s, < x paran > N.
Pero en este caso, q no puede satisfacer a (a).

Ejemplo 3.1 (a) Sea {sn} una sucesion que contiene a todos los nimeros racionales. Todo nimero
real es un limite subsecuencial y

limsup s, = 400, liminfs, = —o0
n—oo

(b) Sea s, = (—1)"[1 4 (1/n)]. Serd

limsups, =1, liminfs, =-1
n—o0

(¢) Para una sucesion {s,} de valores reales, lim, o0 Sp, = 8, si y solo si

lim sup s, = liminf s, = s.
n—00 n—00

Terminaremos esta seccidén con un teorema de gran utilidad, cuya demostracién es elemental.
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3.5 Algunas sucesiones especiales

Calcularemos, ahora, los limites de algunas sucesiones que se presentan frecuentemente. Las demos-
traciones estan basadas todas ellas en la siguiente observacion: si 0 < x, < s, para n > N, siendo NV
un namero dado, y si s, — 0, se verifica que z,, — 0.

Demostracion: (a) Tomemos n > (1/e)Y/P. (Nétese que aqui se ha usado la propiedad arquimidiana
del sistema de los nimeros reales.)

(b) Sip > 1, hagamos x, = {/p — 1. Serd x, > 0 y por la formula del binomio
1+ne, <(1+z,)"=p

de modo que
O0<zx, < p;l
n
Por tanto, x,, — 0. Si p =1, (b) es evidente, y si 0 < p < 1, se obtiene el resultado tomando los
TeCiprocos.

(¢) Hagamos x,, = {/n — 1. Luego x, > 0, y por el teorema del binomio

-1
n=1+ay)" > %xi

Por tanto
2

n—1

0<a,< (n>2)

CRTOLIoy
> Oy

T,
@
TV

CHILE,
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(d) Sea k un entero tal que k > a;k > 0. Para n > 2k.

k! 2k k)

y de aqui
k
n 2kl Lk

0< <
(1+pn = pk

Como o — k < 0,n%% — 0 por (a).

(e) Hagamos a =0 en (d).

3.6 Series

En lo que resta de este capitulo, todas las sucesiones y series que consideremos tendran valores
complejos, excepto cuando se indique lo contrario explicitamente. En el Ejercicio 15 se hace referencia
a la extension de alguno de los teoremas que siguen, a series con términos en R¥.

Definiciéon 3.9 Dada una sucesion {a,} usaremos la notacion

> an (p<q)

para expresar la suma ap, + apy1 + -+ -+ aq. A {an} le asociamos una sucesion {sy}, donde
n
Sp = E ag
k=1
También utilizaremos para {s,} la expresion simbdlica

ay +as +az+---

0, mds brevemente

ian (3.6.1)
n=1

Al simbolo 3.6.1 le llamaremos serie infinita o solamente serie. A los numeros s, se le llama sumas
parciales de la serie. Si {s,} converge hacia s, diremos que la serie converge y escribiremos

00
g A, = S
n=1

Al nidmero s se le llama suma de la serie; pero debe entenderse claramente que s es el limite de una
sucesion de sumas y que no se obtiene simplemente por adicion.
Si {sn} diverge, se dice que la serie diverge.
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A weces, por conveniencia de notacion, consideraremos series en la forma
o
> an (3.6.2)
n=0

escribiremos simplemente Ya,, en lugar de (3.6.1) o (3.6.2).

y frecuentemente, cuando no haya peligro de ambigiiedad, o si la distincion es de escasa importancia,

J

Es evidente que todo teorema sobre sucesiones, se puede enunciar refiriéndose a las series (haciendo

a3 = $1y an = Sp — Sp—1 para m > 1 ) y viceversa, pero es, sin embargo, util considerar ambos

conceptos.

El criterio de Cauchy (Teorema 3.7) puede ser enunciado de nuevo en la forma siguiente:

En particular, tomando m = n, (3.6.3) se convierte en

lan| <e (n> N).

En otras palabras:

La condicién a,, — 0, no es, sin embargo, suficiente para poder asegurar la convergencia de ¥a,,. Por

ejemplo, la serie .
IE
n=1 n

diverge. Para demostrarlo, considérese el Teorema 3.18.

El Teorema 3.8 sobre sucesiones mondtonas, tiene también una equivalencia inmediata para las series.

Veamos ahora otro método distinto de estudiar la convergencia, el llamado «criterio de comparacions.
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Notese que (b) se aplica solamente a series de términos a,, no negativos.
Demostraciéon: Dado € > 0, existe N > Ny, tal que m > n > N implica que

m
S s
k=n

por el criterio de Cauchy. De aqui, que

m
>
k=n

m m
SZl%lSZCkS&
k=n k=n

y se deduce (a).

Ademds (b) se deduce de (a), porque si Xa,, converge, igual debe suceder con ¥d,, [obsérvese que (b)
se deduce también del Teorema 3.14].

El criterio de comparacién es muy ttil; para usarlo convenientemente, debemos familiarizarnos con
cierto ntimero de series de términos no negativos, cuya convergencia o divergencia es conocida.

3.7 Series de términos no negativos

La mas sencilla de todas es, quiza, la serie geométrica.

Demostracion: Six # 1
n+1

" k 1—=x

S'I‘L: r = —-——
Z 1—=2
k=0

de donde se deduce el resultado, si hacemos n — 0o. Para x = 1; tenemos
1+14+14---,

que diverge, evidentemente.

En muchos casos que se encuentran en las aplicaciones, los términos de la serie decrecen monétona-
mente. Por tanto, es de particular interés el siguiente teorema de Cauchy. Lo que llama la atencion del
teorema es que una subsucesion mas bien «estrecha» de {a,} determina la convergencia o divergencia
de Xa,.
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Demostracion: Por el Teorema 3.14, basta considerar el cardcter de acotado de las sumas parciales.
Sea

Sp=a1+az+ -+ an,
te = ay + 2a + - + 2K .

Para n < 2F
sn < a1+ (ag+ag) 4+ -+ (agr + -+ + agrr_q)

§a1+2a2+'--+2ka2k

de modo que
Sn S tk (372)

Por otro lado, sin > 2F
Sn > a1 +az+ (ag+as) 4+ + (agr-1yq + o+ age)

> —ai + as +2a4+---+2k_1a2k

de forma que
28p >tk (3.7.3)

Por (3.7.2) y (3.7.3), las sucesiones {sn} y {tr} son, o ambas acotadas o ambas no acotadas, lo que
completa la demostracion.

Demostracion: Sip <0, del Teorema 3.13 se deduce la divergencia. Sip > 0, es aplicable el Teorema

o0 1 o0
S gy = Yoo
k=0 2 k=0

Ahora, 2'7P < 1 si, y solo si 1 —p < 0 y se deduce la conclusion, por comparacion con la serie

8.17 y llegamos a la serie

geométrica (hdgase x = 217P en el Teorema 3.16).

Como nueva aplicacién del Teorema 3.17 demostraremos que:
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converge; si p < 1, la serie diverge.

Observacion «log n» expresa el logaritmo de n de base e (comparar con el Ejercicio 7, Cap. 1); el
nimero e serd definido inmediatamente (ver Definicion 3.10). Comenzaremos la serie por n = 2, pues,
log1l = 0.

Demostracion: La monotonia de la funcion logaritmica (que veremos con mds detalle en el Cap. 8)
implica que {logn} es creciente. Por tanto, {1/nlogn} es decreciente y podemos aplicar el Teorema
3.17 a (3.7.4), lo que nos lleva a la serie

— 3.7.5
kz log 2k (log 2F)P Zl k log 2)p (log 2)p ; kP ( )

y del Teorema 3.18 se deduce el Teorema 3.19.

Se puede, evidentemente, continuar este proceso. Por ejemplo,

e}

1
nz:; nlognloglogn (37.6)
diverge, mientras que
= 1
3.7.7
T;) nlog n(loglogn)? ( )

converge.

Podemos observar que los términos de la serie (3.7.6) difieren muy poco de los de la (3.7.7). No
obstante, una diverge y la otra converge. Si continuamos el proceso que nos llevé del Teorema 3.18 al
Teorema 3.19 y luego a (3.7.6) y (3.7.7), encontraremos parejas de series convergentes y divergentes
cuyos términos todavia difieren menos que los de (3.7.6) y (3.7.7). Se puede pensar asi, que debe de
haber una situaciéon limite de cierta naturaleza, una «frontera», con todas las series convergentes a
un lado, y las divergentes al otro - al menos mientras se trate de series con coeficientes mondtonos-.
Esta nocion de «frontera» es, en realidad, completamente vaga. Queremos recalcar lo siguiente: De
cualquier forma que concretemos esta nocion, la idea es falsa. Los Ejercicios 11(b) y 12(b) serviran de
ilustracion.

No queremos profundizar més en este aspecto de la teoria de la convergencia y enviamos al lector a
la «Teoria y Aplicacion de las Series Infinitasy» de Knopp, capitulo IX, en particular el § 41.

3.8 El nuimero e

o0
. . 1
Definicion 3.10 e = E ot
n=0

Donden!=1-2-3---n,sin>1,y0 =1
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Como
ST P SIS P S
n = 1-2 7 1.2-3 1-2--n

1 1 1
<1+1+§+27+-'-+2n_1
la serie converge, y tiene sentido la definicion. De hecho, la serie converge muy rapidamente y nos

<3

permite calcular e con mucha precision.

Es interesante observar que también puede ser definido e por medio de otro proceso de limites; la
demostraciéon proporciona un buen ejemplo de operaciones con limites.

1 n
Teorema 3.20 lim (1 + —) =e.
n

n—o0

Demostracion: Sea

Por el teorema del binomio

1 1 1 1 2
th,h=1+14+=(1—-=]4+=(1—— 1—— )+
2! n 3! n n

Por tanto, t, < s, de modo que

limsupt, <e, (3.8.1)

n—oo

por el Teorema 3.10. Ademds, sin > m,

1 1 1 1 m—1
thy > 1414+ (1= )+ — (1= (1— .
2! n m! n n

Sea n — 00, conservando m fijo. Tendremos

1 1
liminft, >1+1+ =+ 4+ —
n—00 2! m!
de modo que
Sm < liminf¢,.
n—oo
St se hace m — 0o, tenemos finalmente
e < liminft,. (3.8.2)

n—oo

El teorema se deduce de (3.8.1) y (3.8.2).
La rapidez con que converge la serie > % puede comprobarse como sigue: Si s, tiene el mismo
significado que anteriormente, tendremos

1 1 1
D) 12! (nt3)
L § N S S

(n+1)! n+1l (n+4+1)2 " nln

€— Sy = IR
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de modo que

1
0<e—s,<— (3.8.3)
nln

Asi, por ejemplo, s19 da una aproximacion de e con un error menor de 10~7. La desigualdad (3.8.3)
tiene ademés interés tedrico, pues nos permite demostrar la irracionalidad de e con mucha facilidad.

Teorema 3.21 e es irracional.

Demostracion: Supongamos que e es racional. Serd e = p/q, siendo p y q enteros positivos. Por
(3.8.3),

1
0<ql(e—sq) < p (3.8.4)

Por la hipdtesis hecha, qle es entero. Como

s, =g [1+1 1 1
qlsq =¢! | 1+ —I-E—V-----i-a

es entero, vemos que q! (e — sq) es entero.

Como q > 1, (3.8.4) implica la existencia de un entero entre 0 y 1, con lo que hemos llegado a una
contradiccion.

En realidad, e no es precisamente un nimero algebraico. Para una demostracién sencilla de esto,
véase la pagina 25 del libro de Niven, o la 176 del de Herstein, citados en la Bibliografia.

3.9 Criterios de la raiz y de la razén

Teorema 3.22 (Criterio de la raiz) Dado Xa,, hagamos oo = limsup,,_, W .
Tendremos

(a) si o < 1, Xa,, converge;

(b) si a« > 1, Xa, diverge;

(c) si =1, el método no da informacion.

\

Demostracion: Si a <1, podemos elegir 8 de modo que a < 5 < 1 y un entero N tal que
Vlanl < 8

para n > N [por el Teorema 3.9(b)]. Esto es, que n > N implica
|an| < B

Como 0 < 8 < 1, X8™ converge. La convergencia de ¥a, puede deducirse ya por el criterio de compa-
raCION.

Si o > 1, por el Teorema 3.9, hay una sucesion {ny} tal que

”ﬁ/ lan, | — a.
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Por tanto |ay| > 1 para infinitos valores de n, de modo que no se cumple la condicion a,, — 0, necesaria
para la convergencia de Xa, (Teorema 3.13).

Para demostrar (c), consideremos las series

1 1
Do

Para cada una de ellas o =1 pero la primera diverge y la sequnda converge.

Demostracion: Si se cumple la condicion (a), podemos hallar < 1, y un entero N, tal que

An+41

<p

an
para n > N. En particular,

lan+1] < Blan],

lan-+2| < Blan+i| < B2 lan],

lanspl < 67 [an] .
esto es,

jan| < lan| 5~ - 5"

paran > N y se deduce (a) por el criterio de comparacion, pues L™ converge.

Si |ant1] > lan| para n > ng, es fdcil ver que no se cumple la condicion a, — 0, y se deduce (b).

Nota: El saber que lim a,,11/a, = 1 no implica nada sobre la convergencia de ¥a,,. Las series ¥1/n y
¥1/n? demuestran esto.

Ejemplo 3.2 (a) Consideremos la serie

I N
273722732938 38 Tl gt

para la cual

n
lim inf &% = 1im (3) —0
n—oo Ay n—oo 3

n _ ’ 2n 1 _ 1
il Vo = 100 V5 = 3
]., \/— l/ 2n 1
msup a, = lim _— = —=
n—)oop n—00 2n 2

, Ap+1 .1 /3 "
lim sup =1 sla) = +00.
o0

n—oo  Qp n—
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El criterio de la raiz indica su convergencia, el de la razon no conduce a conclusiones.

(b) Lo mismo es cierto para la serie

1—I—l—i—l—i-l+i+i%-i—i-i—i-
2 8 4 32 16 128 64 ’
donde
. oeapp 1
lim inf = —,
n—oo  Qp, 8
lim sup ntl _ 2,
n—oo  Qp
pero

1
lim ¥a,, = 3

Observacion: El criterio de la razon, frecuentemente es mds facil de aplicar que el de la raiz, pues
es usualmente mas sencillo calcular cocientes que raices n-éstmas, pero sin embargo, tiene mds amplia
aplicacion el criterio de la raiz. Precisando mds: cuando el criterio de la razon demuestra la conver-
gencia, también el de la raiz; cuando éste no conduce a conclusiones, tampoco lo hace el de la razon.
Esto es consecuencia del Teorema 3.24 y se aclara con los ejemplos anteriores.

Ninguno de los dos es interesante en caso de divergencia. Los dos la deducen del hecho de que a, no
tiende a cero cuando n — co.

s ™

Teorema 3.24 Para toda sucesion {c,} de nimeros positivos,

, . oCnitl P
lim inf & < liminf {/c,,

n—oo ¢, n—o0
Cn+1

lim sup /¢, < limsup

n—00 n—oo Cn

\

Demostracion: Demostraremos la sequnda desiqualdad; la demostracion de la primera es andloga.

Hagamos
Cn+1

a = lim sup
n—oo cn

St a = +00, no hay nada que demostrar. Si o es finito, elijamos B > «. Fxiste un entero N tal que

Cn+1
<
[ b

para n > N. En particular, para todo p > 0.
cNykt+1 < Benyr (K=0,1,...,p—1).
Multiplicando estas destgualdades, obtenemos

cN4p < BPen

e < eV (n>N).

De aqut

Ven < VenBN -8
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De modo que
lim sup /¢, < B, (3.9.1)

n—oo

por el Teorema 3.11(b). Como (3.9.1) es cierto para todo 5 > «, tenemos

lim sup /¢, < a.

n—oo

3.10 Series de potencias

e N

Definiciéon 3.11 Dada una sucesion {c,} de nimeros complejos, a la serie

(0.0]
> end” (3.10.1)
n=0

se le llama serie de potencias. A los numeros ¢, se les llama coeficientes de la serie; z es un numero

complejo.

S

En general, la serie convergeré o divergera, segin el valor de z. Mas concretamente, a toda serie de
potencias hay asociado un circulo, llamado circulo de convergencia, tal que (3.10.1) converge si z esta
en el interior del mismo y diverge si esta en el exterior (para tener en cuenta todos los casos, debemos
considerar el plano como el interior de un circulo de radio infinito, y un punto como un circulo de radio
cero). El comportamiento en el circulo de convergencia es mucho més variado y no se puede definir tan
sencillamente.

s N

Teorema 3.25 Dada la serie de potencias ¥c,z", hagamos

1
a =limsup {/|c,|, R=

n—00 07

(Si =0, R=+o00; si « =400, R=0.) Xc,2" converge si |z| < R y diverge si |z| > R.

\ J

Demostracion: Hagamos a, = cp,2"™ y apliquemos el criterio de la raiz:
7. 7. z
limsup {/|a,| = |z| limsup V/|c,| = 2]
n—oo n—oo R
Nota: A R se le llama radio de convergencia de Y.c, z".

Ejemplo 3.3

(a) Para ¥n"z": R =0.

(b) Para )’ %T R = 400 (en este caso es mds sencillo de aplicar el criterio de la razon que el de la

raiz).

(¢) Para £z": R=1. Si |z| =1, la serie diverge, pues {z"} no tiende a 0 cuando n — oco.
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(d) Para )’ % R = 1. En el circulo de convergencia, la serie diverge para z = 1, y converge para
todos los demds puntos de |z| = 1. Esta dltima afirmacion serd demostrada en el Teorema 3.44.

(e) Para 3. %;: R = 1. La serie converge también en todos los puntos del circulo |z| = 1, por el
n
criterio de comparacion, ya que |2"/n*| =1/n? si|z| = 1.

3.11 Suma por partes

Demostracion:
q q q q—1
Z anbn == Z (An - An—l) bn == Z Anbn - Z Anbn+1
n=p n=p n=p n=p—1
y la ultima expresion de la derecha se ve facilmente que es igual al segundo miembro de (3.11.1).

La formula (3.11.1), llamada «férmula de sumacion parcialy es util en el estudio de series de la forma
Yayby, en particular cuando {b,} es mono6tona. Veremos, ahora, algunas aplicaciones.

Demostracion: FElijamos M de modo que |A,| < M para todo n. Dado € > 0, existe un entero N tal
que by < (¢/2M). Para N < p < q, tenemos

q
E anbyp,
n=p

q—1
> An (by = buy1) + Aghg — Ap_1by
=p

qg—1

Z (bn - b’l’L+1) + bq + bp

n=p
=2Mb, <2Mby < e.

<M

Deduciéndose la convergencia a partir del criterio de Cauchy. Observamos que la primera desigualdad
de la cadena anterior depende del hecho de ser b, — byy1 > 0.
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Teorema 3.28 Supongamos que

(a) |er] = Jea| 2 es| = -+ -5

(b) Com—1 > 0,02m < 0 (m = 1,2,3, .. .),’
(¢) limy, o0 ¢, = 0.

Entonces, Yc, converge.

\ J

Las series para las que se cumple (b) se llaman «series alternantes»; el teorema es debido a Leibnitz.
Demostracién: Basta aplicar el Teorema 3.27 con a, = (—1)" L, y b, = |ey].

Teorema 3.29 Supongamos que el radio de convergencia de Ycpz™ es 1, quecg > c¢c1 > ¢y > -+, Yy

n

limy, 00 ¢ = 0. Xy 2™ converge en todo punto del circulo |z| = 1, excepto, posiblemente, en z = 1.

Demostracion: Hagamos a, = 2", b, = ¢,. Se satisfacen las hipdtesis del Teorema 3.27, pues

2
<
L

A =
[An] T

‘1 _ Zm+1

si|z| =1,z #1.

3.12 Convergencia absoluta

Se dice que la serie Xa, converge absolutamente si converge la serie ¥ |ay|

Teorema 3.30 Si Ya, converge absolutamente, Ya, converge.

Demostracion: La afirmacion se deduce de la desigualdad

m m
D k| <D lal
k=n k=n

mas el criterio de Cauchy.
Observacion: Para las series de términos positivos, la convergencia absoluta coincide con la conver-
gencia.

Si ¥a, converge, pero ¥ |a,| diverge, decimos que ¥a, converge no absolutamente. Por ejemplo, la

—1)"
Z(n)

serie

converge no absolutamente (Teorema 3.28).

El criterio de comparacion, lo mismo que el de la raiz y el de la razén, son en realidad métodos
para hallar la convergencia absoluta y no pueden dar ninguna informacién para las series convergentes
no absolutamente. Para salvar esta dificultad se utiliza a veces la suma por partes. En particular, las
series de potencias convergen absolutamente en el interior del circulo de convergencia.

Veremos que con las series absolutamente convergentes se puede operar en gran manera como con
las sumas finitas: podemos multiplicarlas término a término y variar el orden en que se efectian las
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sumas, sin afectar a la suma de la serie. Por el contrario, para las series no absolutamente convergentes
esto ya no es verdad y hay que tomar més precauciones al operar con ellas.

3.13 Adicién y multiplicacién de series

Teorema 3.31 Si Ya, = A, y Xb, = B, serd ¥ (a, +b,) = A+ B, y Xca, = cA, para todo c
prefijado.

Demostracion: Sea
n

Anzzaka Bn:zn:bk
k=0 k=0

de aqui
n

k=0

Como limy, oo Ap = A y lim,,_.oo By, = B, vemos que

lim (A, + B,) = A+ B.

n—oo
La demostracion de la segunda afirmacion es aiun mds sencilla.

Asi, pues, pueden sumarse término a término dos series convergentes y la serie resultante converge
hacia la suma de las dos series. El caso es més complicado cuando consideramos la multiplicacién de dos
series: para empezar, debemos definir el producto, lo que puede hacerse de varios modos; consideraremos
el llamado «producto de Cauchy».

e N

Definicion 3.12 Dadas Ya, y Xb,, hacemos

@p = Zakbn,k (n=0,1,2,...)
k=0

y llamamos a Yc,, producto de las dos series dadas.

.

Se puede justificar esta definicion del modo siguiente: si tenemos dos series de potencias Yay,z"
y 2b,2", las multiplicamos término a término y agrupamos las que tienen la misma potencia de z,
obtenemos

o o
Zanz"-anz”: (ao+a12+a222+--~) (b0+blz+b2z2+-~~)
n=0 n=0

= apbo + (aghy + arbg) z + (agby + arby + asbg) 2% + - -

=co+crz+ ezt

Haciendo z = 1, llegamos a la definicién anterior.
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Ejemplo 3.4 Si
n n n
Anzzakv Bn:Zbka Cn:cha
k=0 k=0 k=0

y A, - Ay B, — B, no es inmediato que {Cy,} converja hacia AB, pues no es Cp, = A,By. La
dependencia de {Cy} respecto a {An} y {Bn} es complicada (ver la demostracion del Teorema 3.32).
Vamos a ver que el producto de dos series convergentes puede, de hecho, ser divergente.

La serie
1 1 1

Z —n+ l—ﬁ-l-%—ﬁ‘l‘

converge (Teorema 3.28). Formemos el producto de esta serie consigo misma, obteniendo

VA V3V2Z O V2V3 V4 ’

de forma que

Z\/(n—k+1)(k+1)
Como
(n—k+1)(k+1)= (g+1)2— (g—k)zg (g+1)2.

tendremos

2(n+1)
|c"|>z +2 T a2

con lo que se ve que la condicion c, — 0, necesaria para la convergencia de ¥c,, no se cumple.

Antes de ver el teorema siguiente, debido a Mertens, debemos hacer notar que hemos considerado

el producto de dos series no absolutamente convergentes.
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Se verificard que

Esto es, el producto de dos series convergentes converge, haciéndolo ademéas hacia el valor previsto,
si al menos una de las dos series converge absolutamente.
Demostraciéon: Hagamos

An:iak, Bn:ibka Cn:ick, 5n:Bn—B.
k=0 k=0 k=0

serd Crn = agby + (apb1 + a1bo) + - - - + (aobn + a1bp—1 + - - + anbo)
=aoB, +a1Bp—1+ -+ a,By
=ao (B + Bn) + a1 (B + Bn-1) + -+ an (B + Bo)
= ApB + apBn + a1fn—1+ -+ anfo

Pongamos

TYn = aOBn + alﬁn—l + -+ anﬁO-

Queremos demostrar que C,, — AB. Como A, B — AB, basta ver que

lim ~, =0. (3.13.1)

n—oo

Hagamos
o0
0= fon
n=0

[Aqui es donde utilizaremos (a)]. Sea dado € > 0. Por (c), B, — 0. Por tanto, podemos elegir N tal que
|Bn| < e paran > N, en cuyo caso
|r7n| < |ﬁ0an R ﬁNaan’ + |ﬁN+1aan71 + -+ Bnao‘
< [Boan + -+ + BNan-nN| + ea.

Conservando N fijo y haciendo n — oo, tenemos

limsup |y,| < ea,
n—oo

ya que a — 0 cuando k — oo. Y, al ser arbitrario €, queda demostrado (3.13.1).

Otra interrogacion que se presenta es si la serie ¢, tiene, siempre que sea convergente, la suma AB.
Abel demostr6 que la respuesta es afirmativa:

Teorema 3.33 Si las series Ya,, Xb, y Xc, convergen hacia A, B, C y ¢, = agb, +- - -+ anbo, luego
C = AB.

En este caso, no es necesario hacer ninguna hipdétesis sobre la convergencia absoluta. Daremos una

demostracion sencilla (que se basa en la continuidad de las series potenciales) después de ver el Teorema
2?7
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3.14 Reordenamientos

Definicion 3.13 Sea {k,},n =1,2,3,..., una sucesion en la que cada entero positivo aparece una
vez y solo una (esto es, {kn} es una funcion 1-1 de J en J, segin la notacion de la Definicion 2.4).
Haciendo

a, =ay, (Mm=1,2,3,...),

decimos que Xal, es un reordenamiento de Xay,.

Si{sn}y {s,} son las sucesiones de las sumas parciales de Xa,, y Xal,, se ve facilmente que, en general,
las dos sucesiones constan de términos completamente diferentes. Hemos llegado, ahora, al problema
de determinar en qué condiciones convergerédn todos los reordenamientos de una serie convergente, y
si las sumas de ellas son necesariamente iguales.

Ejemplo 3.5 Consideremos la serie convergente

1 1 1 1 1
l——4-—=-+-—= 3.14.1
2 + 3 4 + 5 6 + ( )
y uno de sus reordenamientos.
1 1 1 1 1 1 1 1
R 3.14.2
+3 2+5+7 4+9+11 6+ ( )
en la que siempre a dos términos positivos sigue uno negativo. Si s es la suma de (3.14.1).
<1 1 n 1 )
s — =+ =-=-.
2 3 6
Como 1 N 1 1 o
4k -3 4k —1 2k
para k > 1, vemos que sh < si < s4 < ---, donde s), es la n-ésima suma parcial de (3.14.2). Por tanto,

; / r
limsup s;, > s3 = 5
n—o0

esto es, (3.14.2) no converge hacia s [dejamos al lector el comprobar que (3.14.2), sin embargo, con-
verge/.

Este ejemplo ilustra el teorema siguiente, debido a Riemann.

Teorema 3.34 Sea Ya, una serie convergente pero mo absolutamente de nimeros reales, y sean
a < B dos numeros dados (en el sistema ampliado de nimeros reales). Esto es,

—co<a< <o
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FEzxiste un reordenamiento Xal,, con sumas parciales, s,,, tales que:

ns
h’nn_l)g.}f s = a, h'rrln_folip s, = B. (3.14.3)
Demostracion: Sea
Dn = \an\;—an’ In = ]an]2—an (n=1,2,3,...).

Serd pn — qn = an; Pn + qn = |an|; Pn = 0; g, > 0. Las series Xp, y Xqy, serdn ambas divergentes.

Porque si fueran convergentes,
X (pn + Qn) =X ‘an’

seria convergente, contrariamente a la hipdtesis. Como

N N N N
Zan = Z(pn - Qn) = an - ZQn
n=1 n=1 n=1 n=1

la divergencia de Xpy, y la convergencia de Yqy, (o viceversa) implica la divergencia de Yay, lo que, de
nuevo, va contra la hipdtesis.

Representemos, ahora, por Py, Ps, Py, . .., los términos no negativos de ¥a, en el orden en que figuran
y Q1,Q2,Qs, ..., los valores absolutos de los términos negativos de Ya, en su orden.

Las series X Py, XQ,, difieren de Xp,,Xq, solo en términos cero y son, por tanto, divergentes.

Construyamos las sucesiones {my},{kn} tales que la serie

Pid+Pp —Qr— = Quy+Pryg1 4+ 4Py — Qrigr — - — Qioy + -+ (3.14.4)
que, como se ve facilmente, es un reordenamiento de Yay, satisfaga a (3.14.3).
Elijamos sucesiones con valores reales {a,}, {Bn} tales que ay, — a; B — B; an < B, P1 > 0.
Sean miky1 los menores enteros, para los que

Pr+-4 Py > B
Prt-ood Py = Q1= = Qpy <y

ma, ko los enteros menores, para los cuales

P1+"'+Pm1_Ql_"'_le+Pm1+1+"'+Pm2>,62
P1+"'+Pm1_Ql_"'_le+Pm1+1+"'+Pm2_leJrl
_"'_Qk2<a2

continuando de este modo, lo que es posible, porque X Py, y %Q, divergen.

Si Ty, yn representan las sumas parciales de (3.14.4), cuyos ultimos términos son P, — Qk,, , serd
’xn_ﬂn‘ < P, ’yn_an| San
Como P, — 0 y Q, — 0 cuando n — 0o; vemos que T, — B, € yp — Q.

Finalmente, estd claro que ningin nimero menor que o 0 mayor que 5 puede ser limite subsecuencial
de las sumas parciales de (3.14.4).
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Teorema 3.35 Si Xa, es una serie de numeros complejos que converge absolutamente, entonces
cualquier reordenamiento de Ya, converge, y todos ellos convergen a la misma suma.

Demostracion: Sea un reordenamiento Yal,, con sumas parciales s),. Dado € > 0, existe un entero
N tal que m > n > N implica

m
> ail <e. (3.14.5)
i=n

Ahora se escoge p de tal forma que los enteros 1,2,..., N estén todos en el conjunto ki, ks, ..., ky (se
estd usando la notacion de la Definicion 3.13). Entonces sin > p, los nimeros ay, . ..,an se cancelardn
al llevar a cabo la diferencia s, — s, de tal forma que por (3.14.5), |s, — sl,| < €. Por consiguiente
{s),} converge hacia la misma suma que {s,}.

3.15 Ejercicios

1. Demostrar que la convergencia de {s,} implica la de {|s,|}. {Es verdad la inversa?

2. Calcular lim,, o (\/ n24+n— n)

3. Sis; =42,y
Spt1 =1/2+ Vs (n=1,2,3,...)

demostrar que {s,} converge, y que s, < 2 paran =1,2,3,...

4. Hallar los limites superior e inferior de la sucesion {s,} definida por

51 =0; sop = i S2m4l = = + Som.

5. Para cada dos sucesiones reales {a,}, {b,}, tenemos

lim sup (ay, + b,) < lim supa, + limsup by,
n—o0 n—0o0 n—00

siempre que la suma de la derecha no sea de la forma oo — oo.

6. Averiguar el comportamiento (convergencia o divergencia) de Xay,, si

() an =vn+1—+/n;

0 VEELE

(c) an = (/n—-1)"

(d) a, = 1 4_1211’ para valores complejos de z.

7. Demostrar que la convergencia de Ya,, implica la de
S
n

sia, > 0.
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10.

11.

12.

13.

. Si Xay, converge y {b,} es monotona y acotada, ¥a,b, converge.

. Hallar el radio de convergencia de cada una de las series de potencias siguientes:

(a) >on?2", () ¥ Zzm,
(b) 3 Zp2m, (d) > mam

Supongamos que los coeficientes de la serie de potencias Ya,z"™ son enteros, y que un namero
infinito de ellos son distintos de cero. Demostrar que el radio de convergencia es, a lo més 1 .

Suponer que a, > 0,8, = a1 + -+ + an, y 2a, diverge.
Gn

a) Demostrar que diverge.

(a) que > . g

(b) Demostrar que
a a s
N+1 N N+k >1- N
SN+1 SN+k SN+k

y deducir que ) an diverge.
s

n

(c¢) Demostrar que

, a
y deducir que Y — converge.
s
n

(d) {Qué se puede decir acerca de
Qnp Qp
—— and —7
Zl+nan an Z1+nzan

Suponer que a, > 0y Xa, converge. Hacer
o
T
m=n

(a) Demostrar que
a
-m + i+ — > 11— —

T'm T'n T'm
. . an .
si m < n, y deducir que > — diverge.
Tn

(b) Demostrar que
Qn

NG

<2(VTn = VTnt1)

an

y deducir que converge.

n

Demostrar que el producto de Cauchy de dos series absolutamente convergentes, converge abso-
lutamente.
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14.

15.

16.

Si {sp} es una sucesion compleja, se define su media aritmética o, como

S0+ 81+ -+ 5y
n+1

(n=0,1,2,...)

Op —

(a) Si lim s,, = s, demostrar que limo,, = s.
(b) Construir una sucesion {s,} que no converja, aunque lim o, = 0.
(¢) {Qué ocurriria si s, > 0 para todo n y limsup s, = oo, aunque limo, =0 ?

d) Hacer a,, = s, — sp—1, para n > 1. Mostrar que

1 n
Sp — Op = n+1;kak'

Suponer que lim (na,) = 0 y que {o,} convergen. Demostrar que {s,} converge. [Esto propor-
ciona un inverso de (a), pero con la suposicion adicional de que na, — 0.]

(e) Deducir la ltima conclusion a partir de una hipotesis mas débil: Suponer M < oo, [nay,| < M
para todo n,ylim o, = ¢. Probar que lim s,, = ¢, completando lo siguiente:

Si m < n, entonces

Para estas 1,
(n—i)M < (n—m-—1)M

t+1 m+ 2
Con € > 0 fijo y asociado a cada n el entero m que satisface la desigualdad

|5n - Si| <

n—e

m < <m+ 1.

+e

Entonces (m +1)/(n —m) < 1/ey |s, — si| < Me. De aqui que

limsup |s,, — 0| < Me.
n—oo

Ya que ¢ fue arbitrario, lim s, = o.

Puede ampliarse la Definicion 3.9 en el caso para el cual los a, pertenecen a algin R¥ prefijado.
La convergencia absoluta se define como la convergencia de ¥ |a,|. Mostrar que los Teoremas
3.12, 3.13, 3.15(a), 3.22, 3.23, 3.27, 3.30, 3.31 y 3.35 son verdaderos en este caso mas general.
(Solo se requieren modificaciones ligeras en las demostraciones.)

Si « es un namero positivo fijo, escoger x1 > \/a, y definir x9, x3, x4, . . ., por medio de la férmula

1 «
Tptl1 = 7 | Tn + —
2 T

(a) Demostrar que {x,} decrece mon6tonamente y que lim x,, = /.

de recurrencia
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17.

18.

19.

20.

21.

(b) Hacer &, = x, — v/, y mostrar que

2 2
€n €n

— <
2x, 2y«

En+l =

de modo que al poner § = 2y/a.

€1

on
5) (n=1,2,3,...)

Ent1 < B (
(c) Este es un buen algoritmo para calcular raices cuadradas, debido a que la formula de recu-
rrencia es sencilla y la convergencia en extremo rapida. Por ejemplo, si « = 3 y 1 = 2, mostrar
que 1/ < % y que por lo tanto

e5 <4-107% g5 <4.10732

Sea o > 1 fijo. Si se toma 1 > /a y se define

_atzy oz—:c%
Tn+l = 1+z, =+ 1"‘3371,.

(a) Demostrar que 1 > x3 > x5 > - --.

(b) Demostrar que x2 < 4 < T < - -.

(c) Demostrar que lim z,, = \/a.

(d) Comparar la rapidez de convergencia de este proceso con la del descrito en el Ejercicio 16.

Reemplazar la formula de recurrencia del Ejercicio 16 por

p—1

(6%
—p+1
Tpi1 = Ty + ;xn’”

en donde p es un entero positivo fijo. Describir el comportamiento de las sucesiones {z,} resul-
tantes.

Asociar a cada sucesion a = {ay, } en la cual ay, es 0 6 2 | el ntumero real

z(a) = Z %.

n=1

Demostrar que el conjunto de todos los z:(a) es precisamente el conjunto de Cantor que se describid
en la seccién 2.4.1.

Suponer que {p,} es una sucesion de Cauchy en un espacio métrico X, y que alguna subsucesion
{pn,;} converge hacia un punto p € X. Demostrar que la sucesion completa {p,} converge hacia

p-

Demostrar el siguiente teorema, analogo al 3.6(b): Si { E},,} es una sucesion de conjuntos cerrados
y acotados en un espacio métrico completo X, F, D E,41, y si

lim diam(E,) =0,

n—oo

(N $°E, consta solamente de un punto.
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22. Supongamos que X es un espacio métrico completo, y { Gy, } una sucesion de subconjuntos abiertos
densos de X. Demostrar el teorema de Baire, es decir, que (;° G, es no vacio. (De hecho, es
denso en X.) Sugerencia: Hallar una sucesion decreciente de entornos cerrados E,,, de modo que
E,, C G, v aplicar el Ejercicio 21 .

23. Supongamos que {p,} v {gn} son sucesiones de Cauchy en un espacio métrico X. Demostrar que
la sucesion {d (py,qn)} converge. Sugerencia: Para cada m,n;

d (P, qn) < d(Pn,Pm) + d (Pms m) + d (Gm, n)
se deduce que
|d (Pns gn) — d (Pms Gm)|

es pequeilo si m y n son grandes.

24. Sea X un espacio métrico.

(a) Llamando a dos sucesiones de Cauchy {p,},{¢.} equivalentes en X, si
lim d (pn,qn) = 0.
n—oo

Demostrar que esta es una relacién de equivalencia.

(b) Sea X* el conjunto de todas las clases de equivalencia asi obtenidas. Si P € X* Q €
X* {pn} € P,{qn} € Q, definamos

A(P.Q) = lim d(pn,an)

Por el ejercicio 23, existe este limite. Demostrar que el nimero A(P, )) permanece invariable si
se sustituyen {p,} y {¢n} por sucesiones equivalentes, y de aqui que A es una funciéon distancia
en X*.

(c¢) Demostrar que el espacio métrico resultante X* es completo.

(d) Para todo p € X, existe una sucesion de Cauchy, cuyos términos son todos p; sea P, el
elemento de X* que contiene esta sucesion. Demostrar que

A (vapq) = d(p7 Q)
para todo p,q € X. En otras palabras, la aplicacion ¢ definida por ¢(p) = P, es una isometria

(es decir, una aplicacion que conserva las distancias) de X en X*.

(e) Demostrar que ¢(X) es denso en X*, y que ¢(X) = X* si X es completo. Por (d), podemos
identificar X y ¢(X) y considerar a X sumergido en el espacio métrico completo X*. A X* le
llamamos la completez! de X.

25. Sea X el espacio métrico cuyos puntos son los ntimeros racionales, con la métrica d(z,y) = |z —y|.
. Cual es la completez, X*, de este espacio? (Comparar con el Ejercicio 24.)

IN. del E.: Se ha extendido el uso de la palabra completez como traduccion del adjetivo completness. La Academia
ha aceptado el término complecién, y existe tendencia a emplear este vocablo.



