cAriTuLO 4

Continuidad

El concepto de funciéon y parte de la terminologia, relacionada con ella, se introdujeron en las
Definiciones y Aunque (en capitulos posteriores) prestaremos especial interés a las funciones
reales y complejas (esto es, funciones cuyos valores son nimeros reales o complejos) también trataremos
sobre funciones vectoriales (esto es, con valores en R¥ ) y con valores en un espacio métrico arbitrario.
Los teoremas que trataremos de este modo general no resultan més sencillos si los limitamos, por
ejemplo, a las funciones reales; y realmente simplifica y aclara el panorama el descartar las hipotesis
innecesarias, y plantear y demostrar los teoremas en un sentido convenientemente general.

Los dominios de definicion de nuestras funciones seran, pues, espacios métricos, convenientemente
especificados en varios casos.

4.1 Limites de funciones

Definicion 4.1 Sean X y Y espacios métricos; supongamos que E C X, f mapea (o aplica) E en
Y y p es un punto limite de E. Escribiremos f(x) — q cuando x — p o

lim f(x) =g¢q (4.1.1)

T—p

si existe un punto q € Y con la siquiente propiedad: Para todo € > 0 existe un 6 > 0, tal que

dy (f(x),q) <e (4.1.2)

para todos los puntos x € F, para los cuales

0 < dy(z,p) <8 (4.1.3)

Los simbolos dx y dy se refieren a las distancias en X e Y, respectivamente.

Si X y/o Y se sustituyen por la recta real, el plano complejo, o algtn espacio euclidiano R¥, las
distancias dx, dy se sustituyen por los valores absolutos, o por las normas apropiadas (ver Sec. 77).

Debe observarse que p € X, pero p no necesita ser punto de F en la definicién anterior. Ademas,

7
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aun si p € E, podemos tener f(p) # lim f(x).

Podemos enunciar de nuevo esta definicién, en lenguaje de limites de sucesiones:

~

Teorema 4.1 Sean X,Y, E, f,p como en la Definicion[{.1] Serd:
B i) = (4.1.4)
sty solo si
lim £ (pn) = g (4.1.5)
n—o0
para toda sucesion {p,} en E, tal que
Pn#p,  lim p, =p. (4.1.6)

C J

Demostracion: Supongamos que se cumple (4.1.4). Elijamos {p,} en E, de modo que satisfaga a
[(#.1.6). Sea ¢ > 0 dado. Emiste 6 > 0, tal que dy(f(z),q) < e stz € E y 0 < dx(z,p) < 4.
FEziste, ademds, un N, tal que n > N implica 0 < dx (pn,p) < d. Asi, pues, para n > N, tenemos
dy (f(pn),q) < &, lo que demuestra que se cumple (4.1.5)).

Inversamente, supongamos que (4.1.4) es falso. Erxistird algin € > 0, tal que para todo 6 > 0 existe
un punto x € E (dependiente de § ), para el cual dy(f(z),q) > €, pero 0 < dx(z,p) < §. Tomando

o =1/n (n=1,2,3,...), hallamos una sucesion en E que satisface a (4.1.6)), para la cual (4.1.5) es
falso.

Corolario 4.1 Si f tiene un limite en p, este limite es unico.

Se deduce de los Teoremas [3.1(b) y

Definicion 4.2 Supongamos que tenemos dos funciones complejas, f y g, definidas ambas en E.
Por f + g significamos la funcion que asigna, a cada punto x de E el nimero f(x)+ g(z). De igual
modo definimos la diferencia f — g, el producto fg y el cociente f/g de las dos funciones, debiendo
entenderse que se define el cociente solamente en los puntos x de E, para los cuales g(x) # 0.
Si f asigna a cada punto x de E el mismo nimero c, se dice que f es una funcion constante, o
simplemente una constante, y escribimos f = c. Si f y g son funciones reales y f(x) > g(x) para
todo © € E, escribiremos a veces f > g, por brevedad.

De igual modo, si f y g mapean (o aplican) E en R*, definimos f +gq y f - g por

(f +9)(z) = f(z) +g(x), (f-9)(x)=f(z) g(z)

y si A es un nimero real (A\f)(z) = Af(x).

S

s ™

Teorema 4.2 Supongamos que EE C X es un espacio métrico, p es un punto limite de E, f y g son
funciones complejas de E,y
lim f(z) = A, limg(x)=DB

I—)p

T—p
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FEntonces

\ J

Demostracion: Teniendo en cuenta el Teorema[].1], estas afirmaciones se deducen inmediatamente
de las propiedades andlogas de las sucesiones (Teorema .
Observaciéon: Si f y g mapean E en R¥ (a) continiia siendo cierto y (b) se convierte en

(b’) lim,,(f - g)(x) = A- B.
(Compdrese con el Teoremal3.5).

4.2 Funciones continuas

-

Definicion 4.3 Supongamos que X y 'Y son espacios métricos, E C X, p € E y que f aplica E en
Y. En estas condiciones, se dice que f es continua en p si para cada € > 0 existe un § > 0, tal que

dy (f(z), f(p)) <e

para todos los puntos x € E, para los cuales dx(z,p) < 0.

\ J

Si f es continua en todo punto de E, se dice que f es continua en E.

Se observara que f debe estar definida en el punto p para que sea continua en p. (Compérese con la
observacién que sigue a la Definicion [4.1] )

Si p es un punto aislado de FE, la definicién implica que toda funcién f que tiene a E como dominio
de definicién es continua en p. Porque, si elegimos un € > 0 cualquiera, podemos escoger § > 0, de
modo que el tinico punto = € E, para el cual dx(x,p) < § sea x = p; entonces

dy (f(z), f(p)) =0<e

Teorema 4.3 En las condiciones enunciadas en la Definicion [{.3, si admitimos ademds que p es
un punto limite de E, f serd continuo en p si, y solo silim,_,, f(z) = f(p).

Demostracion: Se ve facilmente si comparamos las Definiciones[{.1] y [{.3

Volvamos, ahora, a la composicién de funciones. Un breve resumen del teorema siguiente es que una
funcién continua de una funcién continua, es continua.

Teorema 4.4 Supongamos que X,Y,Z son espacios métricos, E C X, f mapea E en Y, g mapea al
rango de f, f(E) en Z,y h es el mapeo de E en Z definida por

hz) = g(f(z)) (z€ E)

Si f es continua en todo punto p € E y g es continua en el punto f(p), h entonces es continua en p.

\
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Esta funcion h se denomina la composicién o funcién compuesta de f y g. Se escribe cominmente

h=gof.

Demostracion: Sea € > 0 dado. Como g es continua en f(p) existe un n > 0, tal que

dz(9(y), 9(f(p))) <e sidy(y, f(p)) <n 'y y€ [(E).
Como f es continua en p, existe un d > 0, tal que
dy (f(z), f(p)) <n sidx(z,p)<d y =z€E

Se deduce que
dz(h(z), h(p)) = dz(9(f(x)),9(f(p))) <&

st dx(z,p) <9, yx € E. Asi, pues, h es continua en p.

Teorema 4.5 Una aplicacion (o mapeo) f de un espacio métrico X en un espacio métrico Y es
continua en X si, y solo si f=1(V) es abierto en X para todo conjunto abierto V enY .

(Las imagenes inversas se definieron en la Definicion ) Esta es una caracterizacion muy util de
la continuidad.
Demostracion: Supongamos que f es continuo en X y que V' es un conjunto abierto en'Y . Tenemos
que demostrar que todo punto de f~1(V') es un punto interior de f~*(V'). Para ello, seap € X y f(p) €
V. Como V es abierto, existe un e > 0, tal que y € V si dy (f(p),y) < €, y como f es continua en p,
existe 6 > 0, tal que dy (f(x), f(p)) < € si dx(z,p) < 6. Ast, pues, x € f~1(V) en cuanto dx (z,p) < 6.

Inversamente, supongamos que f~1(V) es abierto en X para todo conjunto abierto V en'Y . Fijemos
peXye>0,yseaV el conjunto de todo y € Y, tal que dy(y, f(p)) < . V serd abierto; por lo
que f=Y(V) es abierto, y, por tanto, existe un § > 0, tal que x € f~Y(V) en cuanto dx(p,z) < 6.
Pero si x € f~Y(V), se verifica que f(z) € V, de modo que dy(f(x), f(p)) < ¢, lo que completa la
demostracion.

Corolario 4.2 Una aplicacion f de un espacio métrico X en un espacio métrico Y es continua si
y solo si f~1(C) es cerrado en X para cada conjunto cerrado C en'Y .

Esto se deduce del teorema, ya que un conjunto es cerrado si y solo si, su complemento es abierto,
y como f~H(E') = [f_l(E)], para cada £ C Y.

Volvemos, ahora, a las funciones con valores complejos y vectoriales, y a las definidas en subconjuntos
de RE,

Teorema 4.6 Sean f y g funciones complejas continuas en un espacio métrico X. f+g, fg, y f/g
son continuas en X.

En el ultimo caso, evidentemente, debemos suponer que g(x) # 0 para todo x € X.
Demostracion: Respecto de los puntos de X no hay nada que demostrar. En los puntos limites, el

enunciado se deduce de los Teoremas[{.3 y[{-3
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Teorema 4.7

(a) Sean fi,..., fr funciones reales en un espacio métrico X, y sea f la aplicacion de X en RF
definida por
f(@) = (fi(®),..., fulz)) (z€X) (4.2.1)
f es continua si, y solo si cada una de las funciones fi,..., fr es continua.

(b) Si f y g son aplicaciones continuas de X en R*, f +g y f-g son continuas en X.

Las funciones f1, ..., fi se llaman componentes de f. Obsérvese que f + g es una aplicacion en R¥,
mientras que f - g es una funcién real en X.
Demostracion: FEl apartado (a) se deduce de las desigualdades

k 2
fi(x) = fiy) < |f(x) = fly)| = {Z |fi(z) — fi(y)!2}
i=1
para j =1,...,k. El (b) se deduce de (a) y del Teorema 4.6

Ejemplo 4.1 Si z1,. ..,z son las coordenadas del punto & € R, las funciones ¢; definidas por
di(x) = z; (ac = ]Rk) (4.2.2)
son continuas en R¥, pues, la desigualdad

[pi(x) — ¢i(y)| < |z -yl

demuestra que podemos tomar 6 = e en la Definicion [{.3 A las funciones ¢; se les llama a veces
funciones coordenadas.

Repitiendo la aplicacion del Teoremal[{.0, se ve que todo monomio

ni _no ng
ity xy (4.2.3)
en el queny, ..., ny son enteros no negativos, es continuo en R¥. Esto mismo es cierto para los productos

de (4.2.3)) por una constante, pues las constantes son, evidentemente, continuas. Se deduce que todo
polinomio P, dado por
P(x) = Sepyoma - 2t (x € Rk> (4.2.4)

es continuo en R*. En él, los coeficientes cy,...n, SON numeros complejos, ny,...,ny son enteros no
negativos, y la suma en (4.2.4) tiene un nimero finito de términos.

Ademds, toda funcion racional en x1,...,xk, esto es, todo cociente de dos polonomios de la forma
[@24), es continua en R cuando el denominador es diferente de cero.

De la desigualdad del tridngulo se ve fdcilmente que

le| ~lyll < le -yl (2.ycR"). (4.2.5)
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Por tanto, la aplicacion € — |x| es una funcion real continua en RF.

Si, ahora, f es una aplicacion continua de un espacio métrico X en R¥, y ¢ estd definida en X por
o(p) = |f(p)|, se deduce por el Teorema que ¢ es una funcion real continua en RF.

Observacion: Hemos definido la nocion de continuidad para funciones definidas en un subconjunto
E de un espacio métrico X. Sin embargo, el complemento de E en X no juega ningin papel en esta
definicion (obsérvese que la situacion era algo diferente para los limites de funciones). En consecuencia,
podemos descartar el complemento del dominio de definicion de f, lo que significa que podemos hablar
solamente de aplicaciones continuas de un espacio métrico en otro, en lugar de hacerlo de aplicaciones
de subconjuntos, con lo cual se simplifican el enunciado y la demostracion de algunos teoremas. Ya
hemos hecho uso de esto en los Teoremas [{.9 a[{.7, y continuaremos haciéndolo en las secciones de
compacticidad y conexion.

4.3 Continuidad y compacticidad

Definicion 4.4 Se dice que una aplicacion f de un conjunto E en R* es acotada si existe un nimero
real M, tal que |f(z)| < M para todo x € E.

L

-

Teorema 4.8 Supongamos que f es una aplicacion continua de un espacio métrico compacto X en
un espacio métrico Y. f(X) serd compacto.

&

Demostracion: Sea {V,} una cubierta abierta de f(X). Como f es continua, el Teorema [{.5 de-
muestra que todos los conjuntos f~1(V,) son abiertos. Como X es compacto, hay un mimero finito de

indices, a,...,ay, tales que
XCcftWa)u-—Uft(Va,). (4.3.1)
Como f (f~Y(E)) C E, para todo E CY, ([4.3.1) implica que
FX)CVa U UVa, (4.3.2)

lo que complementa la demostracion.

Nota: Hemos utilizado la expresion f (ffl(E)) C FE, valida para E C Y. Si E C X, solo podemos
afirmar que f~1(f(E)) D E sin que, necesariamente, se cumpla la igualdad.

Ahora. deduciremos algunas consecuencias del Teorema 4.8

Teorema 4.9 Si f es una aplicacion continua de un espacio métrico compacto X en R*, £(X) es
cerrado iy acotado. Asi, f es acotada.

Se deduce del Teorema El resultado es particularmente importante cuando f es real:
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Teorema 4.10 Supongamos que f es una funcion real continua en un espacio métrico compacto
X,y

M =sup f(p), m= inf f(p) (4.3.3)
peX peX

Ezisten puntos p,q € X, tales que f(p) = M y f(q) = m.

C J

La notacion utilizada en (4.3.3) significa que M es la minima cota superior del conjunto de todos
los nameros f(p), cuando p tiene por rango a X, y m es la maxima cota inferior de este conjunto de
nameros.

También puede enunciarse la conclusion como sigue: Existen puntos p y ¢ en X tales que f(q) <
f(z) < f(p) para todo x € X; esto es, f alcanza su méaximo (en p) y su minimo (en gq).
Demostraciéon: Por Teorema f(X) es un conjunto cerrado y acotado de niumeros reales; por
tanto, contiene a su extremo superior M y al inferior m (Teorema M)

p
Teorema 4.11 Supongamos que f es una aplicacion continua 1-1 de un espacio métrico compacto
X sobre un espacio métrico Y . La aplicacion inversa f~' definida en'Y por

@) =2 (z€X)

es una aplicacion continua de Y sobre X.

&

Demostracion: Aplicando el Teorema a f~1 en lugar de f, vemos que basta demostrar que f(V)
es un conjunto abierto en'Y para todo conjunto abierto V- en X. Fijemos un tal conjunto, V.

El complementario V¢ de V' es cerrado en X y, por tanto, compacto (Teorema , por lo cual
f(V€) es un subconjunto compacto de' Y (Teorema@ y es cerrado en'Y (Teorema . Como f es
una aplicacion 1-1 y sobre, f(V) es el complemento de f (V). Por tanto, f(V') es abierto.

-

Definicion 4.5 Sea f una aplicacion de un espacio métrico X en un espacio métrico Y. Decimos
que f es uniformemente continua en X si para cada € > 0, existe d > 0 tal que

dy (f(p), f(q)) <e (4.3.4)

para todos los valores de p y q en X para los que dx(p,q) < 9.

\

Consideremos las diferencias entre los conceptos de continuidad y continuidad uniforme. Primera-
mente, la continuidad uniforme es una propiedad de una funcién en un conjunto, mientras que la
continuidad se puede definir en un solo punto; y no tiene sentido la pregunta de si una funcién es
uniformemente continua en un cierto punto. Segundo, si f es continua en X, es posible hallar para
cada € > 0 y cada punto p de X, un niimero § > 0 que posee la propiedad enunciada en la Definiciéon
Este 0 depende de € y de p. Pero si f es uniformemente continua en X, es posible hallar, para
cada ¢ > 0, un nimero é > 0 que la cumpla para todos los puntos p de X.

Es evidente que toda funcién uniformemente continua es continua. Del teorema siguiente se deduce
que los dos conceptos son equivalentes en los conjuntos compactos.
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Teorema 4.12 Sea f una aplicacion continua de un espacio métrico compacto X en un espacio
métrico Y. f es uniformemente continua en X.

Demostracion: Sea € > 0 dado. Como f es continua, podemos asociar a cada punto p € X un
nimero positivo ¢(p) tal que

S €
¢ € X, dx(p,q) < &(p) implies  dy(f(p), f(@)) <5 (4.3.5)
Sea J(p) el conjunto constituido por todo q € X para el cual
1
dx(p,q) < 56(p) (4.3.6)
Como p € J(p), la coleccion de todos los conjuntos J(p) es un recubrimiento abierto de X; y como X
es compacto, hay un conjunto finito de puntos pi,...,pn en X tal que
XCcJ(p)U---UJ(pn)-. (4.3.7)
Hacemos 1
0= 3 min [¢ (p1),...,d (pn)] (4.3.8)

Serd: § > 0. (Este es un punto en que el cardcter de finito del recubrimiento, inherente a la definicion
de compacticidad, es esencial.

El minimo de un conjunto finito de nimeros positivos es positivo, mientras que el inf de un conjunto
infinito de nimeros positivos puede muy bien ser 0 .)

Sean, ahora, p y q puntos de X tales que dx(p,q) < 6. Por (4.3.7) hay un entero m,1 < m < n, tal
que p € J (pm); por tanto,

1
dX (p7pm) < i(ﬁ(pm) (4'3'9)
y tenemos también que
1
dx (4:pm) < dx(p,q) +dx (P, m) <O+ 56 (Pm) < ¢ (Pm)
Finalmente, (4.3.5) demuestra que, por consiguiente,

dy (f(p), f(q)) < dy (f(p), f (pm)) + dy (f(q), f (pm)) < €

Lo que completa la demostracion.
En el Ejercicio 10 se da otra demostracion.
Procederemos, ahora, a demostrar que la compacticidad es esencial en las hipdtesis de los Teoremas

B8 E EI0y AT

Teorema 4.13 Sea E un conjunto no compacto en RY. Luego

(a) eziste una funcion continua en E que no estd acotada;
(b) existe una funcion continua y acotada en E que no tiene mdximo. Si, ademds, E es acotado,
(c) existe una funcion continua en E que es no uniformemente continua.
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Demostracion: Supongamos primeramente que E es acotado, de modo que existe un punto limite xg
de E, que no es punto de E. Consideremos

f@) = —— (@cE) (4.3.10)

T — X

Es continua en E (Teorema @ pero, evidentemente, no es acotada. Para ver que (4.3.10) no es
uniformemente continua, seane > 0 y 0 > 0 arbitrarios, y elijamos un punto x € E tal que |x — xo| < 9.
Tomando t suficientemente prozimo a xo, podemos hacer la diferencia | f(t)— f(z)| mayor que e, aunque
|t — x| < 0. Como esto es cierto para todo § > 0, f no es uniformemente continua en E.

La funcion g dada por
1

B 1+($—$0)2

es continua en E, y acotada, pues 0 < g(x) < 1. Es claro que

g(x) (r € E) (4.3.11)

sup g(z) = 1
zel

mientras que g(x) < 1 para todo x € E. Asi pues, g no tiene mdzimo en E.

Habiendo demostrado el teorema para conjuntos acotados E, supongamos que E no es acotado.
Entonces f(x) = x demuestra (a) mientras que

2
x
establece (b), pues
sup h(z) =1
el

y h(z) <1 para todo x € E.

La afirmacion (c) seria falsa si se suprimiera la acotabilidad de la hipdtesis. Porque, si E es el
conjunto de todos los enteros, toda funcion definida en €l es uniformemente continua en E. Para verlo,
basta tomar 6 < 1 en la Definicion [{.5

Concluimos esta seccion demostrando que la compacticidad es también esencial en el Teorema

Ejemplo 4.2 Sea X el intervalo semi-abierto [0,2m) en la recta real, y f la aplicacion de X sobre el
circulo Y constituido por todos los puntos cuya distancia al origen es 1 , dados por

f(t) = (cost,sent) (0<t < 2m) (4.3.13)

La continuidad de las funciones trigonométricas coseno y seno, tanto como sus propiedades de periodi-

citdad, se demostrardn en el capitulo ?77. Admitiéndolas, es fdacil ver que f es una aplicacion continua
1-1 de X sobre Y.

Sin embargo, la aplicacion inversa (que existe, pues f es 1-1 y sobre) deja de ser continua en el
punto (1,0) = £(0). Ciertamente, X no es compacto en este ejemplo. (Puede ser interesante observar
que =1 deja de ser continua ja pesar del hecho de ser Y compacto!)
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4.4 Continuidad y conexibilidad

Teorema 4.14 Si f es una aplicacion continua de un espacio métrico X en un espacio métrico Y,
y si E es un subconjunto conexo de X, entonces f(E) es conezo.

Demostracion: Supdngase por el contrario, que f(E) = AU B, en donde A y B son subconjuntos
separados no vacios de 'Y .

Si se hace G = EN f~Y(A), H=En f~Y(B).
Entonces E=GUH, yni G ni H son vacios.

Debido a que A C A (la cerradura de A), se tiene que G C f~1(A); el dltimo conjunto es cerrado,
porque f es continua; de aqui que G C f~1(A). Y se obtiene f(G) C A. Como f(H) =B y AN B es
vacio, se puede concluir que G N H es vacio.

El mismo argumento muestra que G N H es vacio. Por lo tanto G y H son separados. Esto es
imposible si E es conezo.

Teorema 4.15 Sea f una funcion real continua en el intervalo [a,b]. Si f(a) < f(b) y ¢ es un
nimero tal que f(a) < c < f(b), existe un punto x € (a,b) tal que f(x) = c.

Evidentemente, se mantiene un resultado similar si f(a) > f(b). Hablando vulgarmente, el teorema
expresa que una funcién real continua adopta en un intervalo todos los valores intermedios.
Demostracion: Por el Teorema m [a,b] es conexo; por tanto, el Teorema demuestra que
f([a,b]) es un subconjunto conexo de R, y la afirmacion queda demostrada si consideramos nuevamente
el Teorema |2.24).

Observacion: A primera vista, puede parecer que el Teorema[{.15 tiene un reciproco. Esto es, puede
pensarse que si para cada par de puntos xy < xe y para todo nimero ¢ comprendido entre f(x1) y
f (z2), hay un punto x en (x1,x2) tal que f(x) =c, f debe ser continua.

Que esto no es ast, puede deducirse del Ejemplo (d)

4.5 Discontinuidades

Si z es un punto en el dominio de definicién de la funciéon f, en el cual ésta no es continua, decimos
que f es discontinua en x, o que f tiene una discontinuidad en z. Si x estd definida en un intervalo
o en un segmento, se suelen distinguir dos tipos de discontinuidades. Antes de dar esta clasificacion,
tenemos que definir los limites por la derecha y por la izquierda de f en x, que representaremos por
f(xz+) y f(x—), respectivamente.

Definicion 4.6 Supongamos f definida en (a,b). Consideremos todo punto x tal que a < x < b.
Escribiremos

flz+) =q
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st f (tn) — q cuando n — oo, para todas las sucesiones {t,} en (z,b) tales que t, — x. Para obtener
la definicion de f(x—), para a < x < b, nos limitamos a las sucesiones {t,} en (a,x).
Es claro que en cada punto x de (a,b), existe limy_,, f(t) si, y solo si

flz+) = f(z—) = lim f(2).

t—x

Definicion 4.7 Supongamos f definida en (a,b). Si f es discontinua en el punto x y existe f(z+)
y f(x—) se dice que f tiene una discontinuidad de primera clase o una discontinuidad simple, en x.
De otro modo, se dice que la discontinuidad es de sequnda clase.

&

Hay dos formas en que la funcion puede tener una discontinuidad simple: o f(z+) # f(z—) [en cuyo
caso el valor de f(z) carece de interés| o f(z+) = f(z—) # f(x).

Ejemplo 4.3 (a) Definamos
fa) = {1 (z 7"aci0?wl )
0 (z irracional ).
En estas condiciones, f tiene una discontinuidad de sequnda clase en cada punto x, pues no existen
fla+), ni f(z—).
(b) Definamos
fa) = {ZL‘ (z 7“aci0?ml )
0 (x irracional ).
f es continua en x = 0 y tiene una discontinuidad de sequnda clase en todos los demds puntos.
(¢) Definamos
x+2 (-3 <x<-2)
flz)=¢—-2-2 (-2<2<0)
r+2 (0<z<1])
f tiene una discontinuidad simple en x =0 y es continua en todo otro punto de (—3,1).
(d) Definamos
seni (z #0)
{O (x =0).
Como no existe f(0+) ni f(0—), f tiene una discontinuidad de sequnda clase en x = 0. Todavia no

hemos demostrado que sen x es una funcion continua. Si lo suponemos de momento, el Teorema [4.4)
implica que f es continua en todo punto x # 0.

4.6 Funciones mondotonas

Estudiaremos, ahora, las funciones que no decrecen nunca (o no crecen) en un segmento dado.
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s N

Definicion 4.8 Sea f una funcion real en (a,b). Se dice que f es mondtona creciente en (a,b) si
a<x<y<bimplica f(x) < f(y). Si se invierte la ultima desigualdad, obtenemos la definicion
de funcion mondtona decreciente. La clase de las funciones mondtonas estd constituida por las
crecientes y las decrecientes.

S

s ™

Teorema 4.16 Sea f monotona creciente en (a,b). Erxisten f(z+) y f(z—) en todo punto x de
(a,b). Mds preciso:
sup f(t) = f(e-) < f(z) < fa+) = inf f(1) (46.1)

a<lt<z r<t<b

Ademas, sia <z <y<b, serd

fla+) < fly—)- (4.6.2)

\ J

Evidentemente, resultados analogos se cumplen para las funciones mono6tonas decrecientes.
Demostracion: Por hipdtesis, el conjunto de nimeros f(t), donde a <t < x estd acotado superior-
mente por el nimero f(x), y por tanto tiene una minima cota superior que llamaremos A. Evidente-
mente A < f(z). Tenemos que demostrar que A = f(z—).

Sea € > 0 prefijado. De la definicion de A como minima cota superior se deduce que existe § > 0 tal
quea<zr—90<um,y
A—e< f(x—96) <A (4.6.3)

Como f es mondtono, tenemos
fla=0) <fH) <A (z—-d<t<ux) (4.6.4)
Combinando y (4.6.4), vemos que
lf(t) —Al<e (x—d<t<u).
Por tanto, f(z—) = A.

La sequnda mitad de (4.6.1) se demuestra de igual modo.

Continuando, si a < x <y < b, de (4.6.1) vemos que

flz+) = inf f(t)= inf [f(2). (4.6.5)

r<t<b r<t<y
La dltima igualdad se obtiene aplicando (4.6.1) a (a,y) en lugar de (a,b). De igual modo,

fly—) = sup f(t)= sup f(). (4.6.6)

a<lt<y r<t<y

La comparacion de (4.6.5) y (4.6.6) da (4.6.2)).

Corolario 4.3 Las funciones mondtonas no tienen discontinuidad de sequnda clase.

Este corolario implica que toda funcién monétona es discontinua a lo més en un conjunto numerable
de puntos. En lugar de recurrir al teorema general, cuya demostracion se expone en el Ejercicio 17,
damos aqui una demostracion sencilla, aplicable a las funciones monétonas.
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Teorema 4.17 Sea f mondtona en (a,b). El conjunto de puntos de (a,b) en los que f es discontinua
es a lo sumo numerable.

Demostracion: Supongamos, para concretar, que f es creciente y sea E el conjunto de puntos en los
que f es discontinua.

Con cada punto x de E, asociamos un nimero racional r(x) tal que

flz=) <r(@) < f(z+).
Como x1 < xg implica f (x14+) < f (x2—), vemos que r (x1) # r (x2) si 1 # 2.

Hemos establecido, asi una correspondencia 1-1 entre el conjunto E y un subconjunto del conjunto
de nuimeros racionales. Este ltimo, como sabemos, es numerable.
Observacion: Se habrd notado que las discontinuidades de una funcion mondtona no son necesa-
riamente aisladas. De hecho, dado un subconjunto numerable cualquiera E de (a,b) que puede incluso
ser denso, podemos construir una funcion f, mondtona en (a,b) discontinua en todo punto de E, y en
ningun otro punto de (a,b).

Para demostrarlo, supongamos los puntos de E ordenados en una sucesion {x,},n=1,2,3,... Sea
{en} una sucesion de nimeros positivos tal que Y, converge. Definamos

f@)=>Y e (a<z<b). (4.6.7)
Tn<T
debiendo entenderse la suma como sigue: se suman los términos con indices n para los cuales x, < x.
St no hay puntos x, a la izquierda de x, la suma es vacia, y siguiendo el convenio usual, diremos que
es cero. Como converge absolutamente, carece de importancia el orden en que estdan colocados
los términos.

Dejamos al lector la comprobacién de las siguientes propiedades de f:
(a) f es mondtona creciente en (a, b);
(b) f es discontinua en todo punto de E; en realidad,
fxnt) = f(zn—) = cn.
(c) f es continua en cualquier otro punto de (a,b).

Ademas, no es dificil ver que f(z—) = f(z) en todos los puntos de (a,b). Si una funciéon satisface
esta condicién, decimos que f es continua por la izquierda. Si se hubiera tomado la suma en
para todos los indices n para los que x,, < x, hubiéramos tenido f(z+) = f(z) en todo punto de (a,b),
esto es, f hubiera sido continua por la derecha.

Pueden definirse también funciones de este tipo por otro método; como ejemplo, nos referimos al
Teorema ?7.

4.7 Limites infinitos y limites en el infinito

Para poder operar en el sistema ampliado de los niimeros reales, ampliaremos el alcance de la
Definicion volviéndola a enunciar en términos de vecindades.
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Para todo niimero real x, hemos definido ya una vecindad de x como un segmento (z — d,x + 9).

e N

Definicion 4.9 Para todo nimero real ¢, el conjunto de los nimeros reales x tales que x > ¢, se

dice que es una vecindad de +00 y se escribe (x,+00). Del mismo modo, el conjunto (—oo, ¢) es una
vecindad de —o0.

S

-

Definicion 4.10 Supongamos f una funcion real definida en E. Decimos que
flt) > Asit—

donde A y x pertenecen al sistema ampliado de nimeros reales, si por cada vecindad U de A existe
una vecindad V' de x tal que V N E es no vacio, y que f(t) € U para todot € VN E,t # x.

S

Facilmente se ve que esto coincide con la Definicion cuando A y x son reales.

También es cierto el andlogo al Teorema y la demostracion no contiene nada nuevo. Lo enun-
clamos para constancia.

~

Teorema 4.18 Supongamos f y g definidas en E. Supongamos
fit) > A, g¢gt)—>B sit— .

Serd:

(a) f(t) — A" implica A" = A.
(b) (f +9)(t) > A+ B

(c) (f9)(t) = AB

(d) (f/9)(t) = A/B

siempre que estén definidos los sequndos miembros de (b);(c) y (d).

Obsérvese que no estan definidos co — oo; 0+ 00; 0o/o0 y A/0 (ver la Definicion [1.10)).

4.8 Ejercicios

1. Supéngase que f es una funcion real definida sobre R! que ademéas satisface la condicion

lim[f( +h) = f(z = )] =0

para cada = € R'. ;Lo anterior implica que f es continua?

2. Si f es un mapeo continuo de un espacio métrico X en un espacio métrico Y, demostrar que

f(E) C f(E)

para cada conjunto E C X. ( E denota la cerradura de E.) Por medio de un ejemplo, mostrar
que f(E) puede ser un subconjunto propio de f(E).
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10.

11.

12.

. Sea f una funcién real continua sobre un espacio métrico X. Sea Z(f) (el conjunto cero de f) el

conjunto de todos losp € X en los que f(p) = 0. Demostrar que Z(f) es cerrado.

. Sean f y g aplicaciones continuas de un espacio métrico X en otro espacio métrico Y, y E un

subconjunto denso de X. Demostrar que f(E) es denso en f(X). Si ademéas g(p) = f(p) para
todo p € E, demuéstrese que g(p) = f(p) para todo p € X. (Dicho de otro modo, una aplicacion
continua se determina por medio de sus valores sobre un subconjunto denso de su dominio.)

. Si f es una funcion real continua definida en un conjunto cerrado E C R!, demostrar que existen

funciones reales continuas g en R tales que g(x) = f(x) para todo x € E. (A tales funciones se
les llama extensiones continuas de f, de F' a R'.) Demostrar que el resultado es falso si se omite
la palabra «cerrado». Ampliar el resultado a las funciones con valores vectoriales. Sugerencia:
Suponer que la grafica de g es una recta en cada segmento de los que constituyen el complemento
de E (comparar con el Ejer. 29, Cap. 2). El resultado permanece cierto si se sustituye R' por un
espacio métrico, pero la demostraciéon no es tan sencilla.

. Si f esta definida en F, su grafica es el conjunto de los puntos (z, f(z)), para = € E. En particular,

si F es el conjunto de los niimeros reales y f tiene valores reales, la grafica de f es un subconjunto
del plano.

Suponiendo que F es compacto, demostrar que f es continua en FE si, y solo si su grafica es
compacta.

Si E C X y f es una funcién definida en X, la restriccion de f a E es la funciéon g cuyo
dominio de definicion es E, tal que g(p) = f(p) para p € E. Definir f y g en R? por: f(0,0) =
g(0,0) =0, f(z,y) = xy?/ (:E2 + y4), g(z,y) = 29/ (x2 + y6) si (x,y) # (0,0). Demostrar que f
es acotada en R?, que g es no acotada en cualquier vecindad de (0,0) y que f no es continua en
(0,0); y sin embargo las restricciones de f y de g a cada recta en R? son continuas.

. Sea f una funcién real uniformemente continua en el conjunto acotado E en R'. Demostrar que

f es acotada en F.

Demostrar que la conclusion es falsa si se omite de la hipotesis el caracter de acotado de F.

. Mostrar que en términos de didmetros de conjuntos, el requisito de la definicién de la continuidad

uniforme puede volverse a enunciar de la manera siguiente: para cada € > 0 existe un § > 0 tal
que didm f(F) < € para todo £ C X con diam FE < §.

Completar los detalles de la siguiente demostracion alternativa del Teorema [4.12} si f no es
uniformemente continua, entonces para alguna € > 0 hay sucesiones {p,},{g,} en X tales que
dx (Pn,qn) — 0, perody (f (pn), f (¢n) > €. Usar el Teorema|2.17|para llegar a una contradiccion.

Supoéngase que f es un mapeo uniformemente continuo de un espacio métrico X en un espacio
métrico Y y demuéstrese que {f (z,)} es una sucesion de Cauchy en Y para cada sucesion
de Cauchy {z,,} en X. Usar este resultado para dar una demostracion alternativa del teorema
establecido en el Ejercicio 13.

Una funcién uniformemente continua de una funcion uniformemente continua es uniformemente

continua.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Establecer lo anterior con més precision y demostrarlo.

Sea E un subconjunto denso de un espacio métrico X, y sea f una funcién real uniformemen-
te continua definida sobre E. Demostrar que f tiene una extension continua de F a X (para
terminologia véase el Ejercicio 5). (La unicidad se deduce del Ejercicio 4.)

Sugerencia: para cada p € X y cada entero positivo n, sea V,(p) el conjunto de todos los ¢ € E
con d(p,q) < 1/n. Usar el Ejercicio 9 para mostrar que la interseccion de las cerraduras de los
conjuntos f (Vi(p)), f (Va(p)), consiste de un solo punto, por ejemplo g(p), de R!. Demostrar que
la funcién g asi definida sobre X es la extension de f deseada.

/Puede reemplazarse el espacio rango R! por R*¥? ; Por cualquier espacio métrico compacto? ; Por
cualquier espacio métrico completo? ;Por cualquier espacio métrico?.

Sea I = [0,1] el intervalo cerrado unitario. Supéngase que f es un mapeo continuo de I en I.
Demostrar que f(x) = x para al menos un z € I.

Un mapeo de X en Y se dice que es abierto si f(V') es un conjunto abierto en Y siempre que V'
es un conjunto abierto en X.

Demostrar que cada mapeo abierto continuo de R' en R! es monotono.

Representemos por [z] el mayor entero contenido en z, esto es, [z] es el entero tal que z — 1 <
[x] <z, y llamemos (z) = x — [z] a la parte fraccionaria de z. ;Qué discontinuidades tendran las
funciones [z] y (x) ?

Sea f una funcion real definida en (a,b). Demostrar que el conjunto de puntos en el que f tiene
una discontinuidad simple es a lo sumo numerable.

Sugerencia: Sea E el conjunto en el cual f(z—) < f(z+). Con cada punto x de E se asocia una
terna (p, ¢, r) de nimeros racionales tales que

() fa=) <p < fla+),
(b) a < ¢ <t < x implica f(t) < p,
(c) z <t <r<bimplica f(t) > p.
El conjunto formado por tales ternas es numerable. Demostrar que cada terna esté asociada con,

a lo sumo, un punto de E. Operar en igual forma con los otros tipos posibles de discontinuidades
simples.

Todo nimero racional = puede estar escrito en la forma x = m/n, de donde, n > 0, y my n
son enteros sin ningin divisor comiin. Cuando z = 0, tomamos n = 1. Considerar la funcién f
definida en R! por

0 (= irracional )

i (@=%)
Demostrar que f es continua en todo punto irracional, y tiene una discontinuidad simple en todo
punto racional.
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19.

20.

21.

22.

23.

Supoéngase que f es una funcién real con dominio R!, y que tiene la propiedad del valor intermedio:
Si f(a) < ¢ < f(b), entonces f(x) = ¢ para algin x entre a y b.

Supongase también que, para cada racional 7, el conjunto de todos los x con f(x) = r es cerrado.
Demostrar que f es continua.

Sugerencia: Si x,, — xg, pero f (x,) > > f (zo) para algtn r y todo n, entonces f (¢,) = r para
algin t, entre xg y x,; de aqui t, — xo. Encontrar una contradiccion. (N.J. Fine, Amer. Math.
Monthly, vol. 73, 1966, p. 782.)

Si E es un subconjunto que no es vacio de un espacio métrico X, se define la distancia de x € X
a E por medio de
= inf d
pp(z) = inf d(z, 2)
(a) Demostrar que pg(z) =0siysolosiz € E.

(b) Demostrar que pg es una funcion uniformemente continua en X, mostrando primero que

pE(2) — pE(y)| < d(z,y)

para todo x € X,y € X.
Sugerencia: pg(z) < d(x,z) < d(x,y) + d(y, z), de modo que

pe(z) < d(z,y) + pe(y).

Suponer que K y F son conjuntos ajenos en un espacio métrico X, K es compacto y F' cerrado.
Demostrar que existe § > 0 tal que d(p,q) > 0 sip € K y q € F. Sugerencia: pp es una funcion
positiva continua en K.

Demostrar que la conclusion puede ser falsa para dos conjuntos cerrados ajenos si ninguno de

ellos es compacto.

Sean A y B conjuntos cerrados no vacios, ajenos, en un espacio métrico X. Definir
pA(p)
fp) = (p € X)
pA(p) + p5(P)

Demostrar que f es una funcién continua en X cuyo rango esté en [0,1], que f(p) = 0 preci-
samente en A y f(p) = 1 precisamente en B. Esto establece un inverso del Ejercicio 3: todo
conjunto cerrado A C X es Z(f) para alguna f real continua en X. Poniendo

() v ()

demostrar que V' y W son abiertos y ajenos y que A C V' 'y B C W. (Asi, los pares de conjuntos
cerrados ajenos en un espacio métrico, pueden ser recubiertos por pares de conjuntos abiertos
ajenos. Esta propiedad de los espacios métricos se llama normalidad.)

Se dice que una funcion de valores reales f definida en (a,b) es convexa si

fOz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1 =N f(y)
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24.

25.

26.

siempre a < x < b,a < y < b,0 < A < 1. Demostrar que cada funcién convexa es continua.
Demostrar después que cada funciéon convexa creciente de una funcion convexa es convexa. (Por
ejemplo, si f es convexa, también lo es ef )

Si f es convexa en (a,b) y sia < s <t < wu < b, mostrar que

F@&) = f(s) _ flu) = f(s) _ flu) = f(t)

t—s - uU—S - u—t

Aceptar que f es una funcion real continua definida en (a, b) y tal que

f (l‘—;y) < f(fﬂ)-gf(y)

para todo x,y € (a,b). Demostrar entonces que f es convexa.

Si A C RFy B C R se define A+ B como el conjunto de todas las sumas @ + y con « € A,
y € B.

(a) Si K es compacto y C es cerrado en R¥, demostrar que K + C es cerrado.

Sugerencia: Tomar z ¢ K + C, y hacer que F' = z — C represente al conjunto de todos los z — y
con y € C. Entonces K y F son ajenos. Escdjase 6 como en el Ejercicio 21. Mostrar finalmente
que la bola abierta con centro en z y radio d no interseca K + C.

(b) Sea v un namero real irracional, Cy el conjunto de todos los enteros, y sea Co el conjunto
de todos los na con n € Cy. Mostrar que C; y Cs son subconjuntos cerrados de R! cuya suma

C1 + C5 no es cerrada, mostrando primero que Cq + Cy es un subconjunto denso numerable de
R!.

Supoéngase que X, Y, Z son espacios métricos, y que Y es compacto. Sea f una funcién que mapea
X en Y, y g un mapeo uno-a-uno continuo que aplica Y en Z, y hagase h(x) = g(f(x)) para
rzeX.

Demostrar que f es uniformemente continuo si h es uniformemente continuo.
Sugerencia: g~! tiene un dominio compacto g(Y), y f(x) = g~ (h(z)).
Demostrar también que f es continuo si A es continuo.

Mostrar (modificando el Ejemplo o encontrando un ejemplo diferente) que la compacticidad
de Y no se puede omitir de la hipotesis, inclusive cuando X y Z son compactos.



