CAPITULO D

Diferenciacion

En este capitulo (excepto en la seccion final) limitaremos nuestra atencion a las funciones reales
definidas en intervalos o segmentos, no solo por motivos de comodidad, sino porque cuando pasamos
de las funciones reales a las de valores vectoriales, aparecen notables diferencias. La diferenciacion de
funciones definidas en R” se tratara en el capitulo 9.

5.1 Derivada de una funcién real

Definicion 5.1 Supongamos f definida (y con valores reales) en [a,b]. Para cada x € [a,b], forme-
mos el cociente

¢(t):w (a <t <bt#z) (5.1.1)
y definamos
(@) = lm (t) (5.1.2)

con la condicion de que exista este limite, de acuerdo con la Definicion [].1}

Asi, asociamos a la funcion f una funcion f’, cuyo dominio de definicién es el conjunto de los puntos

x en los que existe (5.1.2); a f’ se le llama derivada de f.
Si f/ esta definida en un punto z, decimos que f es diferenciable en x.

Si f’ esta definida en todos los puntos de un conjunto E C [a,b], decimos que f es diferenciable en
E.

Es posible considerar en limites por la derecha y por la izquierda; lo que conduce a la
definicion de derivadas por la derecha y por la izquierda. En particular, en los puntos limites a y b, la
derivada serd, si existe una derivada por la derecha, o por la izquierda, respectivamente. Sin embargo
no estudiaremos este tipo de derivadas con detalle.

Si f esta definida en un segmento (a,b) y a < x < b, f’(z) esta definida por las (5.1.1) y (5.1.2))
anteriores, pero en este caso no estan definidas f/(a) y f/(b).
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Demostracion: Cuando t — x, por el Teorema[{.9, tenemos

f(t) - f(z)
10 - ) = B=E -0y = @) 0 =0,
El reciproco de este teorema no es cierto. Es facil construir funciones continuas que dejan de ser
diferenciables en puntos aislados. En el capitulo 7 incluso nos encontraremos con una funcién que es
continua en toda la recta, sin ser diferenciable en ningin punto.

Demostracion: (a) se ve claramente por el Teorema Sea h = fg. Serd
h(t) = h(z) = f(t)[g(t) — g(2)] + g(2)[f(t) — f(z)]

Si dividimos esta expresion por t — x y observamos que f(t) — f(x) cuando t — x (Teorema , se
deduce (b). Sea, ahora h = f/g. Serd

MO @) 1 [ f@) gl gla)
t—z  g(t)g(x) 9(x) t—ux /(@) t—ux

Suponiendo que t — x, y aplicando los Teoremas y obtenemos (c).

Ejemplo 5.1 Se ve facilmente que la derivada de una constante es cero. Si f estd definida por f(x) =
x, f'(x) = 1. Repitiendo la aplicacion de (b) y (c) se ve que x™ es diferenciable, y que su derivada es
nz" ! para todo entero n (sin < 0 debemos limitarnos a x # 0 ). Ast, todo polinomio es diferenciable,
y lo mismo sucede con las funciones racionales, excepto en los puntos en que el denominador es cero.

El teorema siguiente se conoce como «regla de la cadenay» de la diferenciacion. En el capitulo 9

encontraremos versiones mas generales.
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h es diferenciable en x,y

W(z) = g'(f(2)f' () (5.1.3)

Demostracion: Sea y = f(x). Por la definicion de derivada, tenemos

-
)
o~
S~—
|
-
~—~
8
S~—
I

(t — ) ['() + u(t)] (5.1.4)
9(s) — g(y) = (s — 9) [¢'(9) + v(5)] (5.1.5)

donde t € [a,b]; s € I, yu(t) = 0 cuando t — =, v(s) — 0 si s — y. Sea s = f(t). Aplicando

primeramente (5.1.5) y a continuacion (5.1.4]), obtenemos

h(t) — h(z) = g(f(t)) — g(f(2))
= [f(t) = f(@)] - [g'(y) +v(s)]
= (t—a) [f'(z) +u®)] - [¢'(y) +v(s)]
0, sit#x,
W = [¢'(y) +v(s)] - [f'(z) + u(t)] (5.1.6)

Haciendo que t # x, vemos que s — y, por la continuidad de f, asi que el seqgundo miembro de ([5.1.6))

tiende a ¢'(y) f'(x), lo que da (5.1.3)).

Ejemplo 5.2 (a) Sea f, una funcion definida por

fz) =

{xseni (x #0), (5.1.7)

0 (x =0).

Admitiendo que la derivada de senx es cosx (estudiaremos las funciones trigonométricas en el Cap.
8), podenos aplicar los Teoremas y cuando x # 0, y obtendremos

f(z) = sen% - %COS% (x #0) (5.1.8)

Para x = 0 estos teoremas no pueden aplicarse, pues, 1/x no estd definido, y recurriremos directamente

a la definicion: para t # 0.
f(t) — £(0) 1

=sen —
t—0 t

Para t — 0, esta expresion no tiende a ningun limite, de modo que f'(0) no existe.

(b) Supongamos f definida por
(5.1.9)

Como anteriormente, obtenemos

f(z) =2z sené — cosé (x #0) (5.1.10)
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En x =0, recurrimos a la definicion, y obtenemos

‘f(t)—f(())’
t—0

1
tsent‘ <[|t| (t#0)

suponiendo t — 0, vemos que

1(0)=0. (5.1.11)

Asi, pues, f es diferenciable en todos los puntos x, pero f' no es una funcion continua, pues, cos(1/x)
en (5.1.10), no tiende a un limite cuando x — 0.

5.2 Teoremas del valor medio

Definicion 5.2 Sea f una funcion real definida en un espacio métrico X . Decimos que f tiene un
mdzimo local en un punto p € X, si existe § > 0, tal que f(q) < f(p) para todo q € X, tal que
d(p,q) < 9.

Del mismo modo se definen los minimos locales.

El préximo teorema es la base de muchas aplicaciones de la diferenciacién.

Teorema 5.4 Supongamos f definida en [a,b]; si tiene un mdximo local en un punto x € (a,b), y
eziste f'(x), es f'(x) = 0.

FEl enunciado anélogo para los minimos locales, es también cierto.
Demostracion: Elijamos 6 de acuerdo con la Definicion[5.3, de modo que

a<x—o0<z<x+d<b

Six—0d<t<uax, serd

F) -~ £ _
t—x -
Suponiendo t — x, vemos que f'(x) > 0.
Six<t<axz49, serd
- 1) _
t—x -

lo que demuestra que f'(x) < 0. De aqui que f'(z) = 0.

Teorema 5.5 Si f y g son funciones reales continuas en [a,b] diferenciables en (a,b), existe un
punto x € (a,b), en el cual

[f(0) = f(a)lg'(x) = [9(b) — g(a)lf'(x)

Obsérvese que no es necesaria la diferenciabilidad en los extremos.



5.3. Continuidad de las derivadas 99

Demostracion: Hagamos

h(a) = f(b)g(a) — f(a)g(b) = h(b) (5.2.1)
Para demostrar el teorema, debemos ver que h'(x) = 0 para algin z € (a,b).

Si h es constante, se cumple para todo x € (a,b). Si h(t) > h(a) para algin t € (a,b), sea x un
punto de [a,b] en el que h alcanza su mdximo (Teorema . Por (5.2.1)), x € (a,b) y el Teorema[5.4)

demuestra que h'(xz) = 0. Si h(t) < h(a) para algin t € (a,b), se aplica el mismo argumento, eligiendo
para x un punto de [a,b] en el que h alcanza su minimo.

A este teorema se le llama a veces teorema generalizado del valor medio; al siguiente caso especial
suele llaméarsele «el» teorema del valor medio.

Teorema 5.6 Si f es una funcion real continua en [a,b], que es diferenciable en (a,b), existe un
punto z € (a,b), en el cual

Demostracién: Hacer g(z) = x en el Teorema 5.5

Teorema 5.7 Suponiendo f diferenciable en (a,b).

(a) Si f'(x) > 0 para todo = € (a,b), f es mondtona creciente.
(b) Si f'(x) =0 para todo x € (a,b), f es constante.

(c) Si f'(x) <0 para todo x € (a,b), f es mondtona decreciente.

Demostracion: Todas las conclusiones se pueden extraer de la ecuacion

f(x2) = f(21) = (22 — x1) f'(2),

que es vdlida para cada par de nimeros x1,xo de (a,b), para algin x entre Ty y 5.

5.3 Continuidad de las derivadas

Hemos visto [Ejemplo [5.2|(b)] que una funcién f puede tener una derivada f’, que existe en todo
punto, pero es discontinua en alguno de ellos, pero no toda funcién es una derivada. En particular, las
derivadas que existen en todos los puntos de un intervalo tienen una propiedad importante en comutn
con las funciones continuas en un intervalo: adoptan los valores intermedios (comparese con el Teorema
. El enunciado preciso es el siguiente:

Teorema 5.8 Supongamas que f es una funcion real diferenciable en [a,b] y que f'(a) < X < f'(b).
Existe un punto x € (a,b), tal que f'(z) = .

Un resultado similar se cumple, evidentemente, si f'(a) > f(b).
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Demostracion: Hdgase g(t) = f(t) — At. Entonces ¢'(a) < 0, de manera que g (t1) < g(a) para algin

t1 € (a,b), y g'(b) > 0, asi que g (t2) < g(b) para algin ty € (a,b). Por consiguiente, g alcanza su
mz’nimo sobre [a,b] ( Teoremau en algin punto x tal que a < x < b. Entonces por el Teorema /5.4,
= 0. Es por esto que f'(x) =

Pero f’ puede muy bien tener discontinuidad de segunda clase.

5.4 Regla de L’Hopital

El siguiente teorema es 1til, con frecuencia, para el célculo de limites.

Igualmente es cierto el enunciado analogo, si x — b o si g(x) — —oo en (5.4.3)). Hacemos notar que

utilizamos el concepto de limite en el sentido amplio de la Definicion .10}

Demostracion: Consideramos primeramente el caso de ser —oo < A < 400. Elijamos un nimero
real q, tal que A < q yunr, tal que A < r < q. Por (5.4.1)), existe un punto ¢ € (a,b), tal que a < x < ¢
implica

f'(z)
<r 5.4.5
g'(x) (545)
Sia<r<y<ec, el Teorema demuestra que hay un punto t € (x,y), tal que
_ !

g(x) —gly) — g'(t)
Supongamos que se cumple (5.4.2)). Considerando en (5.4.6) que z — a, vemos que

)

o) <r<gq (a<y<ec). (5.4.7)
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Supongamos, ahora, que se cumple (5.4.3)). Conservando y fijo en (5.4.6), podemos elegir un punto
ci € (a,y), tal que g(z) > g(y) y g(x) > 0 si a <z < c1. Multiplicando (5.4.6) por [g(x) — g(y)]/g(z),

obtenemos
@<r—rw+M (a<z<ecr) (5.4.8)
9(x) g(x)  g(x)
Si suponemos que x — a en (5.4.8); (5.4.3) demuestra que hay un punto ca € (a,c1), tal que
f(=)
—X <q (a<z<cy 5.4.9
Tel<a ) (5.49)

Resumiendo: (5.4.7) y (5.4.9) demuestran que para cada q, sujeto solamente a la condicion A < q, hay
un punto cg, tal que f(x)/g(x) < q sia <z < ca.

Del mismo modo, si —oo < A < +00, y se elige p, de modo que p < A,

< /@) (a <z <ec3) (5.4.10)

9(x)
y de las dos afirmaciones, se deduce ((5.4.4)).

5.5 Derivadas de orden superior

Definicién 5.3 Si f tiene una derivada f' en un intervalo, y f' es a su vez diferenciable, repre-
sentaremos su derivada por f” y la llamaremos derivada sequnda de f. Continuando de este modo,
obtenemos funciones

L O

cada una de las cuales es la derivada de la precedente. A ) se le llama derivada n-ésima o de

orden n de f.

Para que f("(z) exista en un punto x, debe existir f("~1)(¢) en una vecindad de z (0 en una vecindad
hacia un lado, si x es un extremo del intervalo en el que esta definida f) y debe ser diferenciable en x.
Como ha de existir f(®~1) en una vecindad de z, f("=2) debe ser diferenciable en esa vecindad.

5.6 Teorema de Taylor

Teorema 5.10 Supongamos que f es una funcion real en [a,b],n es un entero positivo, f (n=1) ¢g
continua en [a,b], existe f™(t) para todo t € (a,b). Sean a, B puntos distintos de [a,b] y definamos

n=l (k)
Pit)y=>" %(t —a)f (5.6.1)
k=0 ‘
Existe un punto x entre o y B, tal que
(n)
78 = P+ LD (5 ayr (5.6.2)
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Para n = 1 este teorema es el del valor medio. En general, el teorema demuestra que se puede hallar
f aproximada por medio de un polinomio de grado n — 1; y nos permite estimar el error, si
conocemos las cotas en ‘f(”) (z)]-
Demostracion: Sea M el nimero definido por

f(B)=PB)+M(pB—a) (5.6.3)
y hagamos
gt)=ft) = Pt)—M({t—a)" (a<t<bh). (5.6.4)
Tenemos que demostrar que n!M = f™ () para algin x entre a y B. Por Y
gt =M@ —nIM  (a<t<b). (5.6.5)

Por tanto, la demostracion estard completa si podemos probar que g™ () = 0 para algin x entre o y
B.
Como P®)(a) = f®)(a) para k =0,...,n — 1, tenemos

gla) =g (@)= =g"V(a)=0 (5.6.6)

La eleccion de M demuestra que g(3) = 0, de modo que ¢’ (x1) = 0 para algin x1 entre o y 3, por el
teorema del valor medio. Como ¢'(a) = 0, deducimos del mismo modo que g” (z2) = 0 para algin o
entre o y x1. Después de n pasos, llegamos a la conclusion de que g(”) (xn) = 0 para algin x,, entre o

Y Tp_1, esto es, entre a y B.

5.7 Diferenciacion de funciones vectoriales

Observacion: La Definicion se aplica sin ningun cambio a las funciones complejas f definidas
en [a,b] y los Teoremas y lo mismo que sus demostraciones permanecen vdlidos. Si f1 y fo son
las partes real e imaginaria de f, esto es si f(t) = fi1(t) + ifa(t) para a <t < b, donde fi(t) y fa(t)
son reales, se ve facilmente que

F(@) = fi(2) + i falx) (5.7.1)

ademds, f es diferenciable en x si, y solo si f1 y fo son diferenciables en x.

Pasando a las funciones con valores vectoriales (o vectoriales simplemente) en general, esto es, a
las funciones f que mapean [a,b] en algin R¥, también se puede aplicar la Definicion para definir

f'(x). El término ¢(¢) de (5.1.1)) es ahora, para cada ¢, un punto en R¥ y en (5.1.2)) se toma el limite
respecto a la norma de R¥. En otras palabras, f/(z) es el punto de R¥ (si existe), para el cual

o |0~ £@)

/
— = 7.2
tim | TO =T i) — (5.7.2)
y f’ es también una funcion con valores en RF.
Si fi,..., fx son las componentes de f, que se definieron en el Teorema [4.7] entonces

= 1) (5.7.3)
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y f es diferenciable en un punto @ si, y solo si cada una de las funciones f1, ..., fi es diferenciable en
x.

El Teorema es cierto, lo mismo que los (a) y (b), si se sustituye fg por el producto interno
f - g (ver la Definicion [4.2)).

Sin embargo, respecto al teorema del valor medio y a una de sus consecuencias: la regla de L’Hopital,
la situacion cambia. Los dos siguientes ejemplos demostraran que dejan de ser ciertos para las funciones
con valores complejos.

Ejemplo 5.3 Definamos, para x real
f(z) =€ =cosz +isenx (5.7.4)

(La tltima expresion puede considerarse como definicion de la exponencial compleja €'*; véase en el
Capitulo 7?7 un estudio completo de estas funciones). Serd

f@r) - f(0)=1-1=0, (5.7.5)

pero
f(x) = ie® (5.7.6)

de modo que |f'(x)| = 1 para todo x real.

Asi, pues, el Teorema [5.6] deja de ser cierto en este caso.

Ejemplo 5.4 En el segmento (0,1) definamos f(x) =z, y
g(x) =z + 226t/ (5.7.7)

Como ‘eit| =1 para todo t real, vemos que

lim fz) =1 (5.7.8)
z—0 g((l))
Ahora bién,
20
d(z) =1+ {2x - ;} el (0<a<1) (5.7.9)
de modo que
g/ (z)] > or -2 _1>2 (5.7.10)
o T T
De aqui que
f(x) 1 x
= < 5.7.11
7@ @ S 2 o7y
Y ast
/
i &) _ g, (5.7.12)
20 ¢/ ()

Por (5.7.8) y (5.7.12), no se cumple en este caso la regla de L’Hopital. Obsérvese también que g'(x) # 0

en (0,1), por (5.7.10).
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Sin embargo, hay una consecuencia del teorema del valor medio, que para las aplicaciones es casi
tan 1til como el Teorema y que sigue siendo verdad para las funciones vectoriales. Del Teorema

se deduce que
[f() = fla)| < (b—a) sup |f'(x)]. (5.7.13)

a<x<b

Teorema 5.11 Supdngase que f es una aplicacion continua de [a,b] en R¥ y f es diferenciable en
(a,b). Entonces existe x € (a,b) tal que

IF(b) = F(a)l < (b—a) |[f'(2)].

Demostracion: Haciendo z = f(b) — f(a), y definiendo

o(t) =z f(t) (a<t<b).

Entonces ¢ es una funcion continua de valores reales sobre [a,b] que es diferenciable en (a,b). El
teorema del valor medio muestra por lo tanto que

p(b) —p(a) = (b—a)¢'(z) = (b—a)z - f'(x)

para algin x € (a,b). Por otro lado,

p(b) —pla) =z f(b) —z- fla) =2z z = |2".

La desigualdad de Schwarz produce ahora

2 = (b—a)|z- f'(2)] < (b—a)lz| [f'(2)].

Por consiguiente |z| < (b—a) |f'(z)|, que es la conclusion que se queria.

5.8 Ejercicios

1. Sea f definida para todo x real, y supongase que
f(z) = fy)] < (& —y)?
para todo x y y reales. Demostrar que f es constante.

2. Supodngase que f'(z) > 0 en (a,b). Demostrar que f es estrictamente creciente en (a,b), y sea g

su funcion inversa. Demostrar que g es diferenciable, y ademés que

J@) =y @<e<d

3. Supoéngase que g es una funcion real sobre R!, con derivada acotada (es decir |g'| < M). Fijese
e > 0, y definase f(z) = x+eg(x). Demostrar que f es uno-a-uno si ¢ es suficientemente pequeno.

(Puede determinarse un conjunto de valores admisibles de € que depende solo de M.)
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4.

10.

Si
C Ch— C
Co+ 2t 2l T =
2 n n+1
donde Cy, ..., C), son constantes reales, demostrar que la ecuaciéon

Co+Crz+-+Cp 12" +Cra™ =0

tiene, al menos, una raiz real entre 0 y 1 .

. Suponer f definida y diferenciable para todo z > 0, y f'(z) — 0 cuando x — +oo. Hacer

g(xz) = f(z+ 1) — f(x). Demostrar que g(z) — 0 cuando z — +o0.

. Suponer que

(a) f es continua para x > 0,
(b) f'(z) existe para x > 0,
(c) f(0) =0,

(d) f’ es monotona creciente.

Hacer

y demostrar que g es monotona creciente.

Suponer que existen f'(z) y ¢'(x), ¢'(x) #0y f(z) = g(x) = 0. Demostrar que
f) _ f(x)

e g(t)  g(@)

(Esto se cumple también para funciones complejas.)

. Suponer que f’ es continua en [a,b] y € > 0. Demostrar que existe § > 0 tal que

f(t) = f(z)

t—x

= fl@)] <e

siempre que 0 < [t — z| < d;a < z < bja <t < b. (Podria expresarse esto diciendo que f es
uniformemente diferenciable en [a,b] si f' es continua en [a,b]). ;Se cumple esto también para
las funciones vectoriales?

. Sea f una funcién real continua sobre R!, de la cual se sabe que f/(z) existe para todo z # 0 y

que f'(z) — 3 cuando z — 0. jPuede deducirse que f’(0) existe?

Supongamos que f y g son funciones complejas diferenciales en (0,1); f(x) — 0; g(x) — 0;
f'(x) = A; ¢'(x) — B cuando z — 0, siendo A y B ntimeros complejos y B # 0. Demostrar que

flz) A

250 g(x) B
Comparar con el Ejercicio Sugerencia:
e (1)) e
9(x) x 9(x) 9(x)
Aplicar el Teorema a las partes real e imaginaria de f(x)/x y g(z)/z.
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11.

12.

13.

14.

15.

Suponer que f esta definida en una vecindad de x y que existe f”(z). Demostrar que

x+h x—h)—2f(x "
Hat 0+ e =1 Z2010) _ o

lim
h—0

Demostrar con un ejemplo que puede existir el limite atin cuando no exista f”(z). Sugerencia:
Aplicar el Teorema [5.9]

Si f(z) = |z|3, calcular f'(z) y f”(x) para todo ntimero real z, y demostrar que £©)(0) no existe.

Supongase que a y ¢ son nimeros reales, ¢ > 0, y f esta definida sobre [—1, 1] por medio de

) = {x“ sen (x| 7¢)  ( s? x #0)
0 (six=0)
Demostrar lo siguiente:
) f es continua si, y solo si a > 0.
b) f/(0) existe si, y solo si a > 1.
c¢) f’ es acotada si, y solo si a > 1+ c.

e) f”(0) existe si, y solo si a > 2 + c.

)
f)

(a

(

(

(d) f' es continua si, y solo si a > 1+ c.
(

(f) f” es acotada si, y solo si a > 2 + 2c¢.
(

g) f” es continua si, y solo si a > 2 + 2c.

Sea f una funcion real diferenciable definida en (a,b). Demostrar que f es convexa si, y solo si f’
es mondtona creciente. Supongase enseguida que f”(z) existe para cada x € (a,b), y demuestre
que f es convexa si, y solo si f”(x) > 0 para todo = € (a,b).

Supoéngase que a € R!, y que f es una funcion real diferenciable dos veces sobre (a,+00), y
My, My, My son las minimas cotas superiores de |f(x)l,|f"(z)|, |f”(x)|, respectivamente, sobre
(a,00). Demostrar que

M? < 4MoM,

Sugerencia: Si b > 0, el teorema de Taylor muestra que
/@) = 5L+ 28) = ()]~ ")
para algin & € (z,z + 2h). En consecuencia
|/ ()| < hMa + %

Para mostrar que M12 = 4MyM>s puede ocurrir en realidad, témese a = —1,y definase

i;;} (0 <z < o0)

f(a:):{%zl (-1 <z <0)

y muéstrese que Mo =1, M| =4, My = 4.

.Es también M? < 4MqM, valido para funciones vectoriales?
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16. Supongase que f es doblemente diferenciable sobre (0,00), f” es acotada sobre (0,00), y que
f(z) = 0 cuando  — oo. Demostrar que f’(x) — 0 cuando x — co.

Sugerencia: Hacer a — oo en el Ejercicio 15.

17. Supoéngase que f es una funcion real y tres veces diferenciable sobre [—1,1], tal que

Demostrar que f®)(z) > 3 para algin z € (—1,1).
Notese que la igualdad es valida para % (x3 + 1:2).
Sugerencia: Usar el Teorema con @« = 0y B = £1, para mostrar que existen s € (0,1) y
t € (—1,0) tales que
FOs) + f0(t) = 6.

18. Supongase que f es una funcion real sobre [a,b],n es un entero positivo, y f(”_l) existe para
cada t € [a,b]. Sean «, 3, y P del teorema de Taylor Definase

_f&) - 1B
para t € [a,b],t # 3, diferenciese

ft)=f(B) =t =B)R1)
n — 1 veces en t = «, y dedtizcase la siguiente version del teorema de Taylor:

Q" V(o)

£(8) = P(O) + 1y

(6 —a)"

19. Supongase que f esta definida en (—1,1) y f/(0) existe. Supéngase también que —1 < o, < B, <
1, ap, = 0, v B, — 0 cuando n — oco. Definanse los cocientes de las diferencias siguientes:

f(Bn) — f (an)

Bn — an

D, =

Demostrar que:

(a) Siay, < 0 < B, entonces lim D,, = f(0).

(b) Si0 < ap < B, v {Bn/ (Bn — an)} es acotada, entonces lim D,, = f/(0).

(c) Si f’ es continua en (—1, 1), entonces lim D,, = f/(0).

Dar un ejemplo en el que f sea diferenciable en (—1,1) (pero f’ no sea continua en 0) y en el

que y,, B, tienda a 0 de tal forma que lim D,, exista, pero sea diferente de f'(0).

20. Formular y demostrar una desigualdad que se deduce del teorema de Taylor, y que permanece
valida para las funciones vectoriales.

21. Sea E un subconjunto cerrado de R'. Dijimos en el Ejercicio 22, capitulo 4 que existe una funcién
real continua f en R! cuyo conjunto cero es E. ;Es posible, para cada conjunto cerrado E, hallar
una tal f que sea diferenciable en R!, o una que sea n veces diferenciable o incluso una que tenga

derivada de todos los érdenes en R1?
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22.

23.

24.

Supongase que f es una funcion real definida sobre (—oo,c0). Se dird que x es un punto fijo de
fsif(z) ==

(a) Si f es diferenciable y f/(t) # 1 para cada real ¢, demostrar que f tiene a lo més un punto
fijo.

(b) Mostrar que la funciéon f definida por

ft)y=t+(1+e)"

no tiene punto fijo, aunque 0 < f’(¢) < 1 para todo real ¢.

(¢c) No obstante, si hay una constante A < 1 tal que |f'(t)| < A para todo real ¢, demostrar que
existe un punto fijo z de f, y que x = lim z,, en donde x; es un nimero real arbitrario y ademés

Tny1 = [ (zn)

paran =1,2,3,...

(d) Mostrar que el procedimiento descrito en el apartado (c) puede entenderse a partir de la

trayectoria en zig-zag

(1, 22) = (22, 22) = (x2,23) — (x3,23) = (23,24) — - -

La funcion f definida por
3+ 1
fla) ="

tiene tres puntos fijos, a saber a, 3, donde

—2<a<-1, 0<pB<], 1<y<2

Si se escoge arbitrariamente x1, y se define {z,,} haciendo x,+1 = f (x,).

(a) Si x1 < a, demostrar que =, — —oo cuando n — co.

(b) Si @ < x1 < 7, demostrar que x,, — 3 cuando n — oo.

(c) Su v < 21, demostrar que z, — +0o cuando n — co.

Entonces 8 puede localizarse con este método, pero a y v no.

El procedimiento que se describié en la parte (c) del Ejercicio 22 puede también aplicarse a
funciones que mapean (0,00) en (0, c0).

Fijando algtin o > 1, y haciendo

1

o= (e 2). o= 012

Entonces f y ¢ tienen como tunico punto fijo en (0,00) a /. Intentar explicar, en base a las
propiedades de f y g, por qué la convergencia en el Ejercicio 16 del capitulo 3 es mucho més
rapida que la del Ejercicio 17. (Compéarense [’y ¢,y dibtjense las trayectorias en zig-zag que se
sugieren en el Ejercicio 22.)

Hacer lo mismo cuando 0 < o < 1.
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25.

26.

27.

Supongase que f es doblemente diferenciable sobre [a,b], f(a) < 0, f(b) > 0, f'(z) > 6 >0,y
0 < f"(x) < M para todo x € [a,b]. Sea ¢ el tnico punto en (a,b) en el cual f(§) = 0. Completar
los detalles del siguiente esbozo del método de Newton para calcular €.

(a) Escoger z1 € (§,b), y definir {z,,} por medio de

Tn+l = Tn — f’(x )
n

Interpretar esto geométricamente, en términos de una tangente a la grafica de f.

(b) Demostrar que zp4+1 < T, y que

lim x, =¢&.
n—oo

(c) Usar el teorema de Taylor para mostrar que

f// (tn)

B 2f/(xn)( n=t)

Tp+1 — f

para algin t,, € (§,zy,).
(d) Si A = M/26, dedtizcase que

0< anar — €5 1A (e - OP".

(Compérese con los Ejercicios 16 y 18 del capitulo [3])

(e) Mostrar que el método de Newton es significativo para encontrar un punto fijo de la funcion

g definida por @)
_ ., f
A= )

., Como se comporta ¢'(x) cuando = esta muy cerca de £7

(f) Hacer f(z) = z'/3 sobre (—o0, 00) y aplicar el método de Newton. ;Qué ocurre?

Suponer que f es diferenciable en [a, b]; f(a) = 0 y hay un ntmero real A tal que |f/(x)| < A|f(z)]
en [a,b]. Demostrar que f(z) = 0 para todo z € [a, b]. Sugerencia: Dado x € [a, ], sea

Moy =sup|f(z)|, Mi=sup|f'(z)]
para a < x < zq. Para cada tal x,
|f(z)] < My (z0 —a) < A(xzo— a) M.
Por tanto My =0, si A(xg —a) < 1. Esto es, f =0 en [a, zg]. Continuar.

Sea ¢ una funcién real definida en un rectangulo R en el plano, dado por a <z < b,a <y < 3.
Una solucién del problema con valores iniciales

y/:¢($’y)’ y(a):C (agcéﬁ)

es, por definicion, una funciéon diferenciable f en [a,b] tal que f(a) = c,a < f(z) < B,y

fl@) =d(@, f(z)) (a<z<h).
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28.

29.

Demostrar que semejante problema tiene a lo més una soluciéon si hay una constante A tal que

|6 (z,y2) — ¢ (z,y1)| < Alyz — y1]

siempre que (z,y1) € R,y (x,y2) € R.

Sugerencia: Aplicar el Ejercicio 26 a la diferencia de dos soluciones. Observar que este teorema
de unicidad no se cumple para el problema con valores iniciales

v =y y(0)=0,
que tiene dos soluciones: f(z) =0y f(x) = 22/4. {Hay otras soluciones? Determinarlas.

Formular y demostrar un teorema de unicidad anélogo, para sistemas de ecuaciones diferenciales
de la forma

Y =i (@yn,-ue) s yila)=¢ (G=1...k).
Obsérvese que puede también escribirse en la forma
Y =dy), yla)=c

donde y = (y1, ..., yx) varia sobre una celda-k, ¢ es el mapeo de una celda-k + 1) en el espacio-k
euclidiano, cuyas componentes son las funciones ¢1, ..., ¢, y € es el vector (cy,...,cx). Utilizar
el Ejercicio 26 para funciones con valores vectoriales.

Particularizar el Ejercicio 28, considerando el sistema
y‘;‘:ijrl (]:lvvk_l)

k
i =f(x) =Y g(x)y;
j=1

donde f, g1, ..., gk son funciones reales continuas en [a, b] y deducir un teorema de unicidad para
las soluciones de la ecuaciéon
y® + gr(@)y " + 4 ga(2)y + g2y = f(z),

con las condiciones iniciales

ya)=c1, Y(a)=ca ... , y*V(a)=c.



