cAriTuLO 4

Ecuaciones semilineales de segundo orden

En este capitulo clasificaremos las ecuaciones semilineales de segundo orden, definiremos sus curvas
caracteristicas y sus formas candnicas.

4.1 Clasificacion

En Geometria Analitica el estudio de las curvas definidas por ecuaciones de segundo grado en x e
y se simplifica reduciendo la ecuacién a su forma normal. Mediante una transformaciéon afin que lleva
las variables x e y en nuevas variables &, 7, la ecuaciéon puede ser escrita en la forma canénica de una
parabola, hipérbola o elipse (o alguna forma degenerada de esas curvas) en términos de las nuevas
variables &, 7. El sistema &7 de coordenadas es el sistema de coordenadas respecto al cual la curva tiene
su representacion algebraica més simple y natural. En esta secciéon usaremos tales ideas para clasificar
las EDPs semilineales de segundo orden con dos variables independientes.

Como vimos en el primer capitulo, una EDP semilineal de segundo orden con dos variables indepen-
dientes es de la forma

a(az, y)uxz + 2b(l‘, y)uwy + C(.ﬁU, y)uyy = f (.Z‘, ya u,uma Uy) (411)
y la parte principal de la ecuacion (4.1.1) es el operador
Lu = a(z, y)uzs + 20(z, y) Uy + (2, Y)Uyy- (4.1.2)

En analogia con el caso de las conicas, definiremos el tipo de la ecuaciéon (4.1.1) analizando su parte
principal.

Supongamos que las funciones a,b y ¢ son continuas en un abierto  C R? y que no se anulan
simultaneamente. El discriminante de la ecuacion (4.1.1) es la funcion § : @ — R dada por

(5(5673]) = b2($,y) - a(x,y)c(m,y). (413>

Definiciéon 4.1.1 El operador diferencial L dado por (4.1.2) y la EDP (4.1.1) se dicen

(i) parabélicos en el punto (z,y) € Q si 6(x,y) = 0;
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(i) hiperbélicos en el punto (z,y) € Q si d(x,y) > 0;
(i3) elipticos en el punto (x,y) € Q si §(z,y) < 0.

El operador L y la EDP (4.1.1) se llaman parabdlicos (respectivamente hiperbdlicos, elipticos) en
si son parabolicos (respectivamente hiperbolicos, elipticos) en todos los puntos de SQ.

En general la ecuacion (4.1.1) puede cambiar de tipo en el dominio de definicion de sus coeficientes:
en ese caso se dice que la EDP (asi como el operador asociado) es de tipo mixto. Es evidente que eso
no sucede cuando los coeficientes a, b y ¢ son constantes.

De las ecuaciones que vimos en el primer capitulo, las ecuaciones de Burger y del calor son parabélicas,
las ecuaciones de Sine Gordon y la de onda son hiperbolicas y las ecuaciones de Poisson y Laplace son
elipticas en todo el plano. La ecuacién de Tricomi,

YUzy + Uyy = 07 (4.1.4)
es de tipo mixto: es eliptica en el semiplano y > 0, parabélica en el eje de las = e hiperbélica en el

semiplano y < 0.

Una propiedad fundamental es que el tipo de una EDP es invariante bajo cambios de variables “bien
comportados”. Para demostrarlo, suponga que & = &£(x,y), n = n(x,y) son funciones con derivadas
continuas hasta el segundo orden en una vecindad del punto (xg,yo) € € con jacobiano

fz fy

J(@,y) =55 = -
z Ty

y suponga que J (xg,yo) # 0. Entonces, por continuidad, el jacobiano no se anula en una vecindad del
punto (zg,yo0) y, por el teorema de la funcion inversa |Fu|, podemos resolver localmente = = z(§,n),
y = y(&,n) en una vecindad del punto (§,70) = (£ (zo,y0) » 1 (0, ¥yo)) v las funciones x e y son de clase
C? en dicha vecindad. Definiendo entonces v(£,7) = u(z, y) obtenemos, por la regla de la cadena,

Uy = Ve&p + Uy,

Uy = Ve&y + Ty,
Uz = vee (&) + 20 - Eane + Upy ()% + Veaz + Unlaa
Uy = Veebaly + Ven (Sally + EyTa) + vpyTlaly + vebay + Vyay,
Uyy = Veg (fy)z + 20gn8yny + Uiy (”y)Q + Velyy + Unlyy-

Por tanto, si u es una solucion clasica de la ecuacion (4.1.1), v es una solucién clésica de la ecuacion

A(ga 77)”55 + 2B(£a 77)’0&7 + C(Ea 77)”7777 = F (57 7]3 Ua Ufa Un) (415)
donde

A& n) = alz,y) (&)° +2b(z, y)&gy + c(@,y) (§)°
B(&,n) = a(z,y)éne + b(z,y) (&amy + Eyne) + (2, y)Eyny- (4.1.6)
C(&n) = a(z,y) (1)° + 2b(z, y)nany + c(z,y) (ny)*.
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Calculando el discriminante de la ecuacion (4.1.5), obtenemos

= d(z,y)J (z,y)?

donde
(S(ZC,y) = b(xv y)2 - a(:n,y)c(a:, y)

es el discriminante de la ecuacion (4.1.1). Como el jacobiano nunca se anula en una vecindad del punto
(x0,90), el signo de A (&, mo) es igual al signo de ¢ (xo,y0). En otras palabras, la ecuacion (4.1.1)
es parabolica (respectivamente hiperbélica, eliptica) en (x,yo) si solamente si la ecuacion (4.1.5) es
parabolica (respectivamente hiperbolica, eliptica) en (&o, o).

Otro aspecto de la clasificacion por tipos es la existencia o no de curvas caracteristicas: definimos,
en el capitulo 2, caracteristicas planas para ecuaciones de primer orden; para ecuaciones de segundo
orden, las caracteristicas son curvas planas a lo largo de las cuales la EDP puede enunciarse en una
forma que contiene sélo derivadas totales de u, y uy. Las curvas caracteristicas son muy importantes
en el estudio de las ecuaciones hiperbélicas; las ecuaciones elipticas no tienen curvas caracteristicas.

Para comprender lo que esté sucediendo, buscaremos curvas caracteristicas para la ecuacion (4.1.1).
Como estamos suponiendo que la ecuacion es de segundo orden, los coeficientes a,b y ¢ no se anulan
simultaneamente en la regiéon de interés; para simplificar, supongamos que a nunca se anula en la
region 2; el caso en que a se anula puede tratarse andlogamente. En primer lugar, la EDP (4.1.1) es
equivalente al sistema de primer orden

p: uIa
q = uy, (4.1.7)

a(z,y)pz + 2b(z, y)py + c(x,y)qy = f(z,y,u,p,q).

Como u es de clase C?, podemos eliminar u de las dos primeras ecuaciones en (4.1.7) derivando la
primera respecto de y, la segunda respecto de x y restando, obtenemos

Dy — Gz = 0. (4.1.8)

Multiplicando la ecuacion (4.1.8) por una funcion arbitraria A = A(z,y) # 0 y sumando a la ultima

ecuacion del sistema (4.1.7) llegamos a la ecuacion.
apg + 2bpy + Apy — Mgz + cqy =0 (4.1.9)

Por otro lado, la derivada respecto de x de una funciéon w(z,y) a lo largo de la curva y = y(z) en el
plano zy es dada por

d dy

(@, (@) = @+, (4.1.10)

Por tanto, enunciando (4.1.9) en la forma

dpP d
a— —)\—Q =

=0 4.1.11
dx dzx ( )
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donde P(x) = p(x,y(x)) y Q(x) = q(z,y(z)), obtenemos

dy 2b+ A
Dz +py% =P+ Dy
dy c
qz + Qy@ =(qg — XQy
luego
dy 2b+ A c
hat A =_— 4.1.12
dz a A ( )
y A debe satisfacer la ecuacion
A% 4 26\ + ac = 0. (4.1.13)
Entonces, si
dy
= = 4.1.14
comparando con (4.1.12) y (4.1.13), vemos que pu satisface (4.1.15)
ap® — 2bp+ ¢ = 0. (4.1.15)

Por tanto el signo del discriminante 6 = b?> — ac determina si existen dos, una o ninguna solucién real
p = p(z,y) de la ecuacion (4.1.15). Concluimos que en el caso hiperboélico (6 > 0) existen dos familias
de curvas reales satisfaciendo (4.1.14) con p solucion de (4.1.15); en el caso parabélico (§ = 0) existe
s6lo una familia mientras que en el caso eliptico (§ < 0) no existe ninguna. Las curvas definidas por

(4.1.14) con p soluciéon de (4.1.15), cuando existen, se denominan curvas caracteristicas de la ecuacion
(4.1.1).

Ejemplo 4.1.1 Encontremos las curvas caracteristicas para la ecuacion de onda
Ut = C2uxx7 (4116)

donde ¢ > 0 es constante. Como observamos anteriormente, la ecuacion (4.1.16) es hiperbdlica en todo
el plano, por tanto tiene dos familias de curvas caracteristicas. Enunciando la ecuacion en la forma

Ut — czum =0
tenemos a(t,r) = 1,b(t,x) = 0 y c(t,x) = —c?, luego la ecuacion (4.1.15) queda
u2—c2:0$,u:j:c.

Obteremos entonces g
T
— =dc=>z==ct+k
dt +

donde k es una constante arbitraria. Luego las caracteristicas son las familias de rectas x + ct = k1 y
x — ct = ko, donde k1 y ko son constantes.
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Ejemplo 4.1.2 Hallemos las curvas caracteristicas para la ecuacion de Tricomi (4.1.4) en el semiplano
y < 0. La ecuacion (4.1.15) en este caso es

1
yl+1=0=p=+,/—=
Y

entonces la ecuacion (4.1.14) implica

d
&y —— = V—ydy = £dz =
dx
3
= (_y)3/2 iix +c,

donde ¢ es una constante arbitraria. Por tanto las curvas caracteristicas son

2/3
Y= - <i32x —|—c>

Ejemplo 4.1.3 Encontremos ahora las curvas caracteristicas para la ecuacion del calor.
U = gy (4.1.17)

donde a > 0 es constante. Como la ecuacion (4.1.17) es parabdlica en todo el plano, existe sélo una
familia de curvas caracteristicas: en efecto, como b = ¢ =0, la ecuacion (4.1.15) tiene como una unica

solucion p = 0 y por tanto las curvas caracteristicas son las rectas y = ¢, c una constante arbitraria.

4.2 Formas candnicas y curvas caracteristicas

Como en el caso de las conicas de segundo grado, si la EDP (4.1.1) es del mismo tipo en un abierto
en R?, podemos hallar un cambio de variable que la ubique en una forma particularmente simple, la
llamada forma canoénica o normal. La forma normal de una ecuacién eliptica es

Ve + Uny = g (&1, vi vy) (4.2.1)
la de una ecuacion parabodlica es
Uy = g (&M, u, Ve, up) (4.2.2)

y una ecuaciéon hiperbodlica tiene dos formas canoénicas:

ugn = g (&, m,v,v¢, vy) (4.2.3)

Vee — Uy = 9 (&1, v,v¢, Un) (4.2.4)

El caso hiperbolico tiene més de una forma candnica porque, aunque la ecuacion (4.2.3) sea normal-
mente mas simple de resolver, la forma (4.2.4) es la que generaliza para dimensiones mayores.
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Para hallar tal cambio de variables se necesita cierta suavidad de los coeficientes de la parte principal.
Ademas, un cambio de variable es local, pues la EDP puede cambiar de tipo en la region 2. Es evidente
que si la EDP (4.1.1) es hiperbolica o eliptica en un punto (xg, yo), como el discriminante es continuo,
la ecuacion es hiperbolica o eliptica, respectivamente, en una vecindad de (zg, yo); mientras tanto, ello
no sucede en el caso parabdlico: por ejemplo, la ecuaciéon de Tricomi es parabdlica sélo en el eje de las
x; por esa razén debemos suponer que la ecuacién es del mismo tipo en un abierto.

Empezaremos estudiando el caso hiperbdlico, que es mas simple. Supongamos que los coeficientes
a,by c de la ecuaciéon (4.1.1) tienen derivadas continuas en un abierto Q@ C R? donde la ecuacion es
hiperbélica y que a no se anula en ). En este caso tenemos dos familias de curvas caracteristicas y; e

Y2 con
dyy _dy2 _
b+ Vb2 —ac b—Vb? —ac
/Ll(xay):fa ﬂQ(xay):f

Como la EDP es particularmente simple a lo largo de las caracteristicas, es natural procurar un cambio
de variable £ = £(z,y),n = n(z,y) tal que £ es constante a lo largo de la familia de caracteristicas y; y
es constante a lo largo de la familia y». Buscaremos entonces &, que satisfagan las ecuaciones de primer
orden

§o + &y =08 #0 (4.2.6)

Mo + p2ny = 0,y # 0 (4.2.7)

Observe que si a,b,c € C*(Q) y a nunca se anula en €2, entonces u1,u2 € C(2) y podemos hallar
soluciones &, n de (4.2.6) y (4.2.7) de clase C2. Ademas, como p; # g en todos los puntos de Q, la
transformacion (z,y) — (£,n) define de hecho un cambio de variable pues el jacobiano

J(mv y) = fxny - §y77x = (NZ - Ml) fyny

nunca se anula en 2. Definiendo entonces v(§,7) = u(z,y) y usando las ecuaciones (4.1.5) y (4.1.6),

obtenemos
Avge + 2Bvgy + Cugy = F (€1, v, v, vp)
donde
A(&,m) = a€F + 2660y + &) = api&y — 2bm&y + kg =0
C(&,n) = anj + 2bnamy + e =0
y por tanto

Ven = 9 (57 n,v,ve, ’Un)

Con ese cambio de variable entonces la ecuacion (4.1.1) toma la forma (4.2.3).

Ejemplo 4.2.1 Pongamos la ecuacion de onda (4.1.16) en la forma (4.2.3). Las curvas caracteristicas
para la ecuacion (4.1.16) son de la forma x & ct = constante. Haremos entonces el cambio de variable

E=ux+ct,

n=x — ct.
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Como ¢ > 0, el jacobiano nunca se anula pues

J(t,z) = &me — Eamt = ¢+ ¢ =2 #0.
Tomando v(&,n) = u(t,x), obtenemos
Uty = C2U§§ — 20221577 + 6207777
Uz = Uge + 2Ven + Uy

por tanto la EDP (4.1.16) queda
—46211577 =0= vg, =0.

Ejemplo 4.2.2 Pondremos la ecuacion de Tricomi (4.1.4) en la forma (4.2.3) en el semiplano y < 0.
Las curvas caracteristicas para la ecuacion de Tricomi son de la forma (—y)3/% £ 3x/2 = constante.
Haremos entonces el cambio de variable

E= () +
3x
— ()32

Como y < 0, las funciones & y n son infinitamente diferenciables con jacobiano

J(,y) = Eany — Eyniw = _9(_y)1/2/2 # 0.
Tomando v(&;n) = u(x,y), obtenemos

9 9 9
Uge = Zvﬁﬁ - 5”577 + Zvnn

_ 9
Uyy = Z(_y) 1/2 (ug +vy) — Zy (vee + 2ven + viy)

y por tantos satisface la ecuacion

L/ ~1/3
Ve =~ <£+W> (v +vp) .-
: 12\ 2

En el caso parabdlico sdlo existe una familia de curvas caracteristicas pero podemos obtener como
anteriormente

fm‘f'ﬂgyzo

donde 1 es la inica raiz de (4.1.15). Escogiendo cualquier funcion n de clase C? tal que

J(x,y) = fgmy - éynaz #0

en todos los puntos de la region Q, obtenemos un cambio de variable que transforma la ecuacion (4.1.1)
en la ecuacion (4.2.2).

Ejemplo 4.2.3 Pongamos en la forma candnica la ecuacion

TUgg + 2TUgy + TUyy = Uy + Uy. (4.2.8)
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La EDP (4.2.8) es parabdlica en todo el plano y, como a = b = ¢ = x, la unica raiz de la ecuacion
(4.1.15) para x # 0 es p =1, luego las curvas caracteristicas son las rectas y = x + k, k una constante
arbitraria. Haciendo entonces al cambio de variable

f=y—x
n=y+x

y tomando v(&,n) = u(x,y),u es solucion de (4.2.8) si y solamente si u satisface

(n = &§)vgy = vy.

No estudiaremos el caso eliptico por ser més complicado. S6lo observamos que es posible repetir
formalmente lo realizado en el caso hiperbélico con el auxilio de funciones complejas.



