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cApPiTULO 1

Matrices

1.1 Preliminares de matrices

Definiciéon 1.1.1 (Matriz) Sean m, n € N y K un cuerpo (R, ¢ C). Se llama funcion Matricial sobre
K a una funcion
A {12, m} x{1,2,..n} = K, (i,5) = A(, ).

Se designa por a;j al valor de A en el par (i,j). Se escribe:

ail a2 ... Qlp
a1 as9 oo Q9n
A=
aAml Am2 ... Omn
o bien A= (a;;),i=1,...,m, j=1,...,n, y se dice que A es una matriz de orden m x n. También

se escribe A = (aij), cuando estd claro el nimero de filas y columnas de A.

Si K = R (K = C), entonces la matriz se dice real (compleja) o a valores reales (complejos). El
conjunto de todas las matrices de orden m x n, con elementos en K, se denota por M, x,(K). Se llama
Matriz nula a la matriz A, tal que a;; =0, Vi € {1,2,...,m}, Vj € {1,2,...,n} y se denota por 6.

Definicién 1.1.2 (Igualdad de Matrices) Sean A = (ai;), B = (bij) € Mumxn(K) dos matrices,
entonces

A:B@aij:bij,we {1,2,...,m},Vj6{1,2,...,n}.

1.2 Operaciones con matrices

Definicién 1.2.1 (Suma de matrices) Sean A = (a;j), B = (bij) € Myxn(K), entonces la matriz
suma A+ B es

A—i—B:(Cij) con cij:aij—l—bij, Vi=1,...,m, Vj=1,...,n.
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Definicién 1.2.2 (Multiplicaciéon de matrices) Sean A = (a;j) € Mpyxn(K), B = (bij) € Mpxp(K).
La matriz producto C = AB es una matriz de Mpyx,(K), con

n
Cij = Y _ aigbij.
k=1

Propiedades 1.2.1 (Suma y producto de matrices) Para cualquier A, B,C' € M,,xn(K) se tiene:

(A+B)+C=A+ (B+0).
w 30 € Mpyxn(K): A+60=A.
w 3(—A) € Mpxn(K): A+ (—A) =6.
Y para A, B, C matrices de modo que los productos estén definidos, tenemos:
» (AB)C = A(BC).
» A(B+C)=AB+ AC.

» JA#£0 B#6: AB=6.
Ejemplo 1.2.1 (Ejemplo de producto de Matrices) Sean
-1
2 15
3 0 4
5
Entonces, solo el producto AB es posible y en tal caso:
AB — 27 55 31 '
17 49 36

Definicién 1.2.3 (Producto de un escalar por una matriz) Sea A = (a;j) € Mpuxn(K), A € K,
se define el producto NA = B, por

- o
w o

A = (bz]) con bij = )\aij.

Propiedades 1.2.2 VA, B € M;,x»(K), Vo, 8 € K,
» a(A+ B) =aA+ aB.
s (a+ B)A =aA+ pA.
» (aB)A = a(BA) = f(ad).
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» o(AC) = (aA)C = A(aC),VC € Myyxp(K).

Definicién 1.2.4 (Transpuesta de una matriz) Para A € My,xn(K), se define la transpuesta de
A como la matriz A € Myxm(K), donde

At:(bij) conbij:aji, 1§Z§n, IS_]Sm

Propiedades 1.2.3 VA, B € M, xn(K), Va € K

(A=A

» (A+ B)! = At + Bt

» (@A)t = a(Ah).

= (CD)! = D'Ct, YC € Mpun(K),D € My, p(K).

Definiciéon 1.2.5 (Matrices cuadradas) Una matriz cuadrada de n filas y n columnas es una matriz
A € Myyn(K) = M, (K). Se dice que una matriz cuadrada A = (a;j) es:

Triangular superior si a;; =0, para i > j.
Triangular inferior si a;; =0, para i < j.

Diagonal si a;; = 0, para i # j.

Escalar si es diagonal y a; = A, para 1 <i<n, A € K.
Identidad si es escalar y a;; =1, para 1 <7 < n.
Simétrica si A' = A.

Antisimétrica si A' = —A.

Observaciones: Denotaremos la matriz Identidad de orden n como I, y cuando no exista confusion la

denotaremos por I, ademés
Al =TA= A, VA € M,(K).

Toda matriz cuadrada se puede descomponer como suma de una matriz simétrica con una antisimétrica.

1.3 Matrices invertibles

Definiciéon 1.3.1 (Matrices Invertibles) Una matriz A € M, (K) se dice invertible (o no singular)
si existe una matriz B € M, (K) tal que AB=1ANBA =1, donde I denota la matriz identidad.

La matriz B se llama inversa de A y se denota por A~!.
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Si A es invertible, entonces su inversa A~! es tinica.

Si A y B son invertibles, entonces AB también lo es y

(AB)"'=B7tA"L

1.3.1 Operaciones elementales

Definiciéon 1.3.2 (Operaciones Elementales sobre filas) Sea A € M, «,(K). Se llaman operacio-
nes elementales sobre filas sobre A a las siguientes operaciones.

Intercambio de dos filas de A, la fila i con la fila j. Se escribe
fij7 Za.] € {177m}
Multiplicar una fila de A por un escalar o no nulo. Para la fila i se escribe af;, a € K.

Sumar un mailtiplo escalar de una fila a otra. Si a la fila j se suma o veces la fila i, entonces se
escribe f; + af;, acK.

Teorema 1.3.1 Sea A € My, «n(K) y F una operacion elemental sobre filas cualquiera, entonces

F(A) = F(I)A.

Corolario 1.3.1 Si A € My,xn(K), B € Myxp(K) y F' es una operacion elemental sobre filas, entonces
F(AB) = F(A)B.
St Yy, Fs, ..., F, son operaciones elementales de filas, entonces

(Fpo---0Fyo0F)(AB) = (Fp,o0---0Fo0Fi(A))B.

Teorema 1.3.2 Toda operacidn elemental sobre filas es invertible y su inversa es una operacion ele-
mental sobre filas del mismo tipo.

Definiciéon 1.3.3 (Matrices equivalentes por filas) Dos matrices A € Mp,xn(K) y B € Mpxn(K)
se dicen equivalentes por filas si una se obtiene de la otra por aplicacion de una o varias operaciones
elementales sobre filas.

Teorema 1.3.3 Si A € M,,(K) es equivalente por filas con I, entonces A es invertible.

Observaciones: 1.- Si A es invertible y F1, ..., F, son operaciones elementales sobre filas que permiten
pasar de A a la matriz identidad I, entonces la matriz inversa A~! se obtiene aplicando, en el mismo
orden, las operaciones elementales I, ..., F, a la matriz I.

2.- Para calcular A~! se efecttian las operaciones elementales sobre filas en la matriz ampliada (A|I)
hasta obtener la matriz (I|B). En tal caso B = A™1.
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Ejemplo 1.3.1 Encuentre la inversa de la matriz A dada por,

3 -2 0
A= 1 -1 1
4 0 5

Encuentre valores de o € R para que A sea invertible. Considere A dada por

1 o -1
A= 2 -1 «
1 10 -6

Notacion: Si A € M;,x,(K), entonces designamos por A;j € My,—1xn—1(K) a la matriz obtenida de
A eliminando la fila i y la columna j.

1.3.2 Determinante de una matriz

Definiciéon 1.3.4 (Determinante) Se llama Funcion determinante sobre K a la funcion
det : M,,(K) - K, A — det(4),

tal que

» Sin=1y A= (a), entonces det(A) = a.

n
» SineN, n>1, entonces det(A) = Z(—l)”jaijdet(/lij), para cualquier i =1,2,...,n.
j=1

También se escribe det(A) = |A].

Propiedades 1.3.1 Para A € M, (K) se tiene.

» Si A tiene una fila nula, entonces det(A) = 0.
» Si A es una matriz triangular, entonces det(A) = II7" ;ay;.
» det(AY) = det(A).

» Si F' es una operacion elemental sobre filas que intercambia dos filas de A, es decir, B = F(A),
entonces det(B) = —det(A).

m 50 F' es una operacion elemental sobre filas que multiplica una fila de A por un escalar o, es
decir, B = F(A), entonces det(B) = a det(A).

= 51 F es una operacion elemental sobre filas que suma un mailtiplo escalar o de la fila i a la fila
j, es decir, B = F(A), entonces det(B) = det(A).
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» Si A tiene dos filas iguales, entonces det(A) = 0.
» Siuna fila de A es combinacion lineal de otras filas de A, entonces det(A) = 0.

» det(AB) = det(A)det(B).

Observacién: Dado que det(A?) = det(A), se tiene que todas las propiedades indicadas también valen
para las columnas.

Definiciéon 1.3.5 Sea A € M, (K).

Se llama Menor de un elemento a;; al determinante de la matriz A;;, es decir es el escalar det(A;;).
Se llama Cofactor de un elemento a;; al escalar c;j = (—1)"Idet(A;;).

Si cij es el cofactor del elemento a;; , entonces

n
Zaijcij =det(A), para cualquier i=1,...,n.
j=1

n
Zaijckj =0, k#i paracualquier i=1,2,...,n.
j=1

Ejemplo: Calcular |A|, donde la matriz A viene dada por

12121
00111
Al=]1 100 0
0011 2
12211

1.3.3 Matriz de cofactores y matriz adjunta

Definiciéon 1.3.6 (Matriz de cofactores) Se llama Matriz de cofactores de la matriz A a la matriz
que contiene los cofactores de cada elemento a;j. Se escribe cof(A) = A€,

Definicién 1.3.7 (Matriz Adjunta) Se llama Matriz Adjunta de la matriz A a la matriz transpuesta
de la matriz de cofactores. Se escribe adj(A) = (A°)L.

Teorema 1.3.4 A es inversible si y solo si det(A) # 0.

Teorema 1.3.5 Si A € M,(K) y det(A) # 0, entonces

_ 1
~ det(A)

A1 adj(A).
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Definiciéon 1.3.8 (Rango de una matriz) Sea A € M,,x,(K). Se llama rango de A al orden de la
mayor submatriz cuadrada de A con determinante no nulo. Se escribe r(A).

Observaciones:

1.- Si Ay B son equivalentes por filas, entonces r(A) = r(B).

2.- Una matriz A € M,,xn(K) se dice escalonada por filas si el primer elemento no nulo de cada fila
de A esta a la derecha del primer elemento no nulo de la fila anterior. El ntiimero de filas no nulas de
cualquier matriz escalonada equivalente por filas con A es igual a r(A).

Ejemplo 1.3.2 Muestre que existe A~' y encuentrela. Siendo A,

1 -2 4

A= -1 3 2

5 0 -6

Encuentre el rango de la matriz B dada por,

2 —6 0 -1
B 1 -3 1 4 1
0 0 -2 1 5
1 3 3 6 11

1.3.4 Listado 1

1. Considere las matrices:

A:<3 2)7 B:<2 1)7 O:<1 1)
10 2 1 0 1
a) Calcule AB, BAy (AC? —1I).

b) Resuelva las siguientes ecuaciones matriciales:

i) —2X+C=B, i) (A-32X)'=2C, ii)2C+X =B (En practica ii))
2. Considere las siguientes definiciones:
i) M se dice antisimétrica si M = —M, ii) M se dice ortogonal si M~1 = M.
Demuestre las siguientes proposiciones: (En practica d), e))

a) Si A es una matriz cuadrada, entonces A + A' es una matriz simétrica y A — A’ es una
matriz antisimétrica.

Toda matriz cuadrada es suma de una matriz simétrica y otra antisimétrica.
Las matrices AA! y A'A son simétricas.
Si A y B son matrices ortogonales, entonces AB es una matriz ortogonal.

Si A es una matriz simétrica y H es una matriz ortogonal, entonces H ' AH es una matriz
simétrica.
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f) Si A € My es simétrica y B € My, xm, entonces B!AB es una matriz simétrica.

3. Calcule la inversa de las siguientes matrices, donde a € R. (En practica f))
1 2 1 4 2 0
) (3 4) ) (0 2) ©C <0 4)
1 —a 1 1 2 3 1 0 2
D=0 1 —a| &E=|045]| HF=]2 -1 3
0 0 1 0 0 6 4 1 8

—

10
4. Sea A = 010
0 0 1

a) Calcule los ntimeros reales a y b, tales que: A% + aA + bl = 6.

)
b) De la ecuacion anterior calcule una expresion para la inversa de A.
c¢) Usando la expresion obtenida en (b) calcule la inversa de A.

)

d) Compruebe el resultado obtenido.

5. Sea A € My,xn(R) tal que A'A es invertible, y sea B = I — A(A'A)~1 AL, (En practica)
a) Pruebe que B% = B.

b) Muestre que BA = 6.

c¢) Pruebe que B es una matriz simétrica.



CAPITULO 2

Sistemas de ecuaciones lineales

2.1 Preliminares

Definiciéon 2.1.1 (Sistema lineal de ecuaciones) Sea K el cuerpo R o C. Un sistema lineal de m
ecuaciones y n incognitas en K es un conjunto de m ecuaciones lineales en que cada una tiene a lo
mas n incognitas, esto es,

aj1xry +apre + -+ apr, = by
a1x1 + age®e + - + A, = by
(2.1.1)

Am1T1 + a2 + -+ ATy = by
donde, para i € {1,...,m} yj € {1,...,n}, a;; € K son los coeficientes del sistema, b; € K son los
términos independientes del sistema y x1,...,T, son las incognitas del sistema.
Si by = by = --- = by = 0, entonces el sistema se dice homogéneo, en caso contrario se dice no
homogéneo.
El sistema (2.1.1) se puede escribir de la siguiente forma,

ai; a2 o ap x1 by

azl az - ap zy || b2

Gml Am2 - (amn T, bm,
lo que da por resultado la ecuaciéon matricial,

AX = B.

Definiciéon 2.1.2 Decimos que la n-upla (y1,...,yn)t € K= Mpx1(K)) es una solucion del sistema
(2.1.1), si al reemplazar ordenadamente cada x; pory; coni € {1,...,n}, se satisfacen simultdneamente

las m igualdades del sistema (2.1.1). Llamaremos conjunto solucion del sistema (2.1.1), al conjunto
formado por todas las soluciones del sistema.
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Definiciéon 2.1.3 El sistema (2.1.1) se dice:

i) INCOMPATIBLE, si no tiene solucion.
it) COMPATIBLE DETERMINADO, si tiene unica solucion.
it1) COMPATIBLE INDETERMINADO, si tiene mds de una solucion.

Definiciéon 2.1.4 (Matriz ampliada del sistema) Dado el sistema (2.1.1), AX = B, llamaremos
matriz ampliada del sistema a la matriz (A|B) de orden m x (n+ 1)

Teorema 2.1.1 (Existencia de soluciones) El sistema (2.1.1) es compatible si y sélo si r(A) =
r(A|B).

Teorema 2.1.2 (Unicidad de soluciones) Supongamos que el sistema (2.1.1) de m ecuaciones y n
incognitas es compatible y que r(A) = n. Entonces la solucidn del sistema es unica.

Teorema 2.1.3 (Multiplicidad de soluciones) Si el sistema (2.1.1) es compatible y r =: r(A) < n,
entonces a lo mds r incognitas se expresan en términos de las n — r restantes.

Observaciones:

i) Consideremos el sistema (2.1.1), AX = B. Si F representa a cualquiera de las tres operaciones
elementales por filas, entonces F(A)X = F(B).

ii) Si(A|B) es equivalente por filas a la matriz (A;|Bj ), entonces el sistema A1 X = By, es compatible
si y solo si el sistema (2.1.1) es compatible. En este caso, el conjunto solucién de ambos sistemas
es el mismo.

iii) Un caso particular de lo anterior es la sucesion de operaciones elementales que transforman la
matriz A en la matriz identidad. Aplicando las mismas operaciones a la matriz ampliada se
obtiene el Método de eliminacién de Gauss-Jordan.

iv) Notar que el sistema homogéneo AX = 6 siempre tiene solucion. Ademas el sistema homogéneo
AX = 0 tiene solucion no nula si y solo si 7(A) < n (n es el namero de incognitas del sistema).

Ejemplo 2.1.1 Muestre que el siguiente sistema de ecuaciones tiene unica solucion. Encuentrela,

1 —2x9+4x3 = 3
—x1+4+3x9+22x3 = 4
51’1 — 6%’3 = -1

Definicién 2.1.5 (Sistemas de Cramer) Si A € M,(K), con |A| # 0, entonces la matriz A es
inwersible y el sistema AX = B, de n ecuaciones y n incdgnitas, tiene solucion iunica

X =A"'B.
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1 1
Recordando que A™1 = ——adj(4) = —(cz-j)tlgmén, obtenemos la regla de Cramer.

Al

Definicién 2.1.6 (Regla de Cramer) Si A € M, (K) con |A| # 0, entonces la inica solucion del
sistema AX = B es

1 < :
X = (21,...,2,)", con xi:Wchibk, ie{l,...,n}.
k=1

Observacion: Notar que para i € {1,...,n}, se tiene que:
]
T 9
4]

donde A; es la matriz de orden n, obtenida de la matriz A en que la columna i-ésima de A es reemplazada
por los elementos de B.

2.1.1 Listado 2

1. En cada caso calcule det(A) y det(A™1). ;Existe A~'?. En caso que exista, encuentrela.

1
1 1 0 2 -1 1 1 g 0 (1)
@) A=|2 4 0 | A=f4 1 3] A=| o O
3 -1 -2 2 -1 3 90 -1 0
(En practica c))
0
2. Encuentre A € R tal que det(A — AI) =0, donde A= | -1

0
3. Para las siguientes matrices A y B, pruebe que det(A) = det(B) sin calcular los valores de los

determinantes.
a b ¢ —a —g —d
a) A= d e f |, B = b h e
g h i c i f
3 6 2 20
by A= 1 1 5 [, B=]11 8
4 3 8 3 17

4. Calcule, si es que existen, los valores de k € R para los cuales las matrices siguientes tienen

inversa
1 1 1 3 4 -k k1 1
a) A=| 0 k—+v2 3 |,b) B=]|2 6 -2k |,0) C=|1 k 1
0 0 k 1 3 1+k 1 1 %

(En practica c))
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5. Calcule el rango de las siguientes matrices

- 2 1 -1 101 -1
a) A:( . 2),b) B=| 0 2 0 |.0) C=]021 =2
—4 4 2 1 4 3 =5

(En practica c))

6. Para cada matriz dada determine su inversa si existe, usando operaciones elementales y matriz

adjunta.
1 0 1 -1
-1 1 0 0 1 1
2 1 3 =2
a) A= 1 21 |,b) B= 2 1 -1 |,¢) C= 9 _1 0 9
3 11 -2 1 1
-1 1 2 -1

(En practica a))

7. Decida si los sistemas que siguen son incompatibles o compatibles. En el dltimo caso, decida si
son determinados o indeterminados y encuentre la solucion.

r — y = 2 r — y = 2
a) 2v — 2y = 8 , b) = + 3y = 8 ,
3r — y = 4 2 + 2y = 10
T — 2y — z = 2
c) x — 2y + 2z =1

2 — 3y + z = 2

(En practica c))

8. Muestre que el siguiente sistema es compatible determinado y encuentre su solucién por los
método de Cramer y usando operaciones elementales (escalonando):

201 — 4dxo = —-10
Ty — 3x2 + x4 = —4
T — x3 + 234 = 9

3r1 — 4x9 + 3x3 — x4 = -—15

;, Qué método le tomo méas tiempo?

9. Determine el o los valores de p y ¢ tales que el sistema: i) No tenga solucién. i) Tenga una tnica
solucion. 7ii) Tenga infinitas soluciones.

z -y + 2z = 2 r + 2y + 2z = ¢
a) 3z + y + z =1, b) 22 — y + z = p
2x + pz = ¢q 3z + y + 2z =1

(En practica a))
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10. Determine los valores de a € R para que el sistema siguiente posea soluciéon no trivial:

ar + z = 0
2 + y — z =0
y + z =0

11. Determine los valores que debe tomar el parametro A € R para que el sistema siguiente sea
compatible determinado:

(1-XNz + y + z =
x + (1-Ny + z = b
x + Y + (1-XNz = ¢

En el caso en que el sistema no sea determinado, determine las condiciones que debe satisfacer
(a,b,c) € R? para que el sistema sea compatible indeterminado.

(En practica)




CAPITULO 3

Vectores en R?

3.1 Vectores en el espacio

Algunas cantidades fisicas como la longitud y la masa quedan perfectamente determinadas por su
magnitud. Tales cantidades se llaman escalares, sin embargo para otras como la fuerza y la velocidad,
se necesita especificar ademas su direccién y sentido, éstas se llaman vectoriales.

Se acostumbra representar un vector mediante un segmento de recta dirigido cuya direcciéon repre-
senta la direcciéon del vector y cuya longitud en términos de alguna unidad representa su magnitud.

En este capitulo presentaremos un estudio detallado de los vectores en el espacio.

El sistema coordenado rectangular tridimensional consta de tres rectas reales mutuamente perper-
diculares. Tales rectas se llaman ejes coordenados y su interseccién comin se llama origen del sistema.

El sistema asi definido establece una correspondencia biunivoca entre los puntos del espacio y las
ternas ordenadas (z,y, z) de nimeros reales.

[P, 1,3)

Figura 3.1: Punto en el espacio

14
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Al origen del sistema le corresponde la terna (0,0,0). A la terna (3,1, 3) le corresponde el punto P
que muestra la Fig. 3.1.

Los planos zy, yz, zx se llaman Planos Coordenados y dividen al espacio en ocho regiones llamadas
Octantes. El octante cuyos puntos tienen sus tres coordenadas positivas se llama Primer octante, pero
no se ha convenido una numeraciéon para los otros siete.

Definicién 3.1.1 (Distancia entre puntos) Sean P(x1,y1,21) y Q(x2,y2, 22) dos puntos del espacio.
La distancia entre P y Q estd dada por:

PQ=+/(z2 — x1)>+ (y2 — y1)2 + (22 — 21)?

Propiedades 3.1.1 1. PQ =0 si y solo si P = Q.
2. PQ >0, cualquiera sean los puntos P y Q.
3. PQ=QP.

4. PQ < PR+ RQ, cualquiera sea el punto R.

Definicién 3.1.2 (Vector) Llamaremos vector en el espacio a toda terna ordenada de nimeros reales
(a1,a2,a3). El vector asociado con el segmento de recta cuyo punto inicial es P(x1,y1,21) y cuyo punto
terminal es Q(x2,y2,22) se denota por

I‘@: (932—$1,y2—3/1722—21) =a.

Es usual denotar los vectores con letras mindsculas con una flecha para distinguirlos de las cantidades
escalares.

Ejemplo 3.1.1 Si P(—8,9,1) y Q(0,3,—2), entonces:

1. PO = (8,—6,-3).
2. QP = (~8,6,3).

Si A(4,3,1), entonces:

1. OA = (4,3,1).

Observacion: Los vectores asociados a segmentos de rectas en los que el punto inicial no es el origen
del sistema se llaman vectores libres.

Definiciéon 3.1.3 (Igualdad y suma de vectores y producto por escalar) Sean @ = (a1, a2, as)
yb= (b1, ba, b3) vectores en R® y o € R.
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1. Diremos que a vy b son iguales si y solo si:

a1 = by Nag = by N ag = bs.

2. Se define la suma a + b y el producto por escalar ad de la siguiente manera:
@+ b= (ay+ by, ag + by, a3 + bs),

ad = (aag, aag, aas).
Ejemplo 3.1.2 1. Seand = (1,2,—1) y b= (3,4,1), entonces:
@+b=(4,6,0)

2 = (2,4, -2)
—3b = (=9, —12,—3)

2. Sitd=(3,a+4,b) y = (a+0b,5,2). sCuales son los valores de a,b € R para que @ = U7?.
Observaciones:

1. Geométricamente el vector @+ b es la diagonal del paralelégramo cuyos lados adyacentes son los
vectores @ y b como se muestra en la Fig. 3.2

Figura 3.2: Suma y resta de vectores

2. Sib= (b1, b2, b3), entonces
—b= (_1)b = (_bla _627 _b3)

3. Todo vector @ = (aq, a2, as) se puede considerar como el vector de origen en el punto Q(0,0,0)
y extremo en el punto P(a1,asz,as) (ver Fig. 3.3).
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el

4. Se define la diferencia de los vectores @ = (a1, az,a3) y b = (by,ba, bg) (en ese orden) como el
vector
a— g: Ei-i- (—1)52 (a1 - bl,a2 - bg,a3 — bg).

Definiciéon 3.1.4 (Norma o magnitud) Sea @ = (a1, az,a3) un vector. Llamaremos norma o mag-
nitud del vector @ al nimero real no negativo

llal] = y/af + a3 + a3.

Todo vector de norma 1 se llama vector unitario. En el espacio hay tres vectores unitarios especiales
que se denotan en forma especial, éstos son:

i=(1,0,0), j=(0,1,0), k=(0,0,1),
de donde es claro que |[i]] = 1, ||j]| = 1, [|k]| = 1.

Todo vector @ = (a1, az,as) se puede escribir:

a :(al, 0,0) + (0, as, 0) -+ (0, 0, a3)
:(11(1, 07 O) + a2(07 1> O) + a3(07 07 1)

:alg—f— azj—i— akE.

Los vectores a1, asj, apk se llaman componentes del vector @ y tienen la direccién de los ejes
coordenados (ver Fig. 3.4).
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Figura 3.4:

Teorema 3.1.1 Sean a, b dos vectores y a € R. Se tiene:
1. Jla] = ll—all.
2. ||@a—bl = b —all.

3. ||d@|| =0 si y solo si @ = (0,0,0) = 6.

4 |led]| = |af [|a@l]-
- 1 - S
5. Sid= Wa con ||d@|| # 0, entonces |||l = 1.
a

Demostraciéon: Para 3). Sea @ = (a1, az, a3) € R3, luego

i|=0 & \/a?+a2+a3=0
1taz+aj

S a1 =0Nas=0Aa3=0
S a=40.

Para 5). Sea @ = (ai,az,a3) € R®* — {(0,0,0)}. Si ||@|| # 0, entonces 1/||@|| € R. Luego
1 1
e =
a [l

Las deméas demostraciones se dejan al lector.

il = | Jall = —llal = 1.

_ ‘ 1
]l

Observacion: El vector unitario que se define en 5) se llama direcciéon @. El vector nulo 6 no tiene
direccién definida.

Definiciéon 3.1.5 (vectores paralelos) Dos vectores @ y b son paralelos si y solo si existe un nimero
real o tal que b= ad.
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Ejemplo 3.1.3 Los vectores a = 2 — 4]—1— 6k Y b=1i— 2;—1— 3k son paralelos pues
@ =20 — 4] + 6k = 2(1 — 2] + 3k) = 2b.
Definicién 3.1.6 (Productor escalar o producto punto) Sean @ = (a1, az2,a3) y b= (b1, ba,b3)
dos vectores. Se define el Productor escalar o producto punto de @ y b como el nimero,
b= a1b1 + asby + asbs.
Teorema 3.1.2 Sea ¢ el menor dngulo formado por los vectores @ = (a1, az,a3) y b = (b1, b2, b3).

FEntonces
a-b=|ldll[|bl[cos(¢).

Figura 3.5: Teorema del coseno.

Demostraciéon: Aplicando el teorema del coseno (ver Fig. 3.5), tenemos que
1@ — B> = [1al[* + [18]1” — 21lal| [|Bllcos().
Luego,
(a1 = b1)? + (a2 — b2)* + (a3 — b3)* = af + a3 + a3 + b7 + b3 + b3 — 2|al| [|B|cos(w),

desarrollando el primer miembro y simplificando se tiene,

—2a1by — 2azby — 2asbs = —2[|@|| [[b]|cos(),
es decir

arby + azby + asbs = ||| |[5]lcos(p).

Con lo cual se obtiene lo esperado,

a-b= ||l ||bllcos().

Corolario 3.1.1 Dos vectores no nulos @ y b son perpendiculares si y sélo si a - b=0. Ademds

—

a-a= Hc_i||2.
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Ejemplo 3.1.4 1. Seand=(—1,2,-3) y b= (1,3,2), entonces,

- -

2. 8ida=2—j+ 2k Y b=1i— J, entonces
241 1
cos(p) = N
ast, el menor dngulo formado por los vectores a y b es o =m/4.
3. Los vectores @ = (—4,5,7) y b= (1,-2,2) son perpendiculares. En efecto, ambos son no nulos y

ademds:
a-b=0.

Observaciones:

1. Es facil verificar que si @ = (a1, ag, as), entonces

ii=ay=1i-a
d-j=as=j-d
i-k=a3=k @
2. Notemos ademés que,
i j=jk=k-i=0
ii=j-j=k-k=1

Definicién 3.1.7 (Angulos directores) Sea @ un vector no nulo. Los dngulos o, 3, v que forma con

los ejes coordenados se llaman angulos directores de @ (ver Fig 3.6).

L_i; al 6; a9 C_il; as
- = = TS COS = - = - COS = = = =7
@) lall 11 lall’ ) lall 1711 lall’ v lall [kl llall

Ademds,
@ = ||@||(cos()i + cos(B)] + cos(y)k).
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Figura 3.6: Angulos directores.

Ejemplo 3.1.5 Siad = 17 — 2}—{— 212, entonces los cosenos directores de a som,

cos(a) = %, cos(f) = %2, cos(y) = g

Definicién 3.1.8 (Proyeccion de b sobre a) Sean d y b dos vectores no nulos. Se llama proyeccién
de b sobre @ al vector,

a-b
[

proyab = 1
||

Ejemplo 3.1.6 Si @ = (3,—1,—2) y b= (2,—3,1/2), entonces

L 12. 4. 8-
ib="0i——-j— k.
proys Y

Propiedades 3.1.2 (Propiedades del producto punto) Sean @, b y € vectores en R3 y a € R. Se

tienen las sigutentes propiedades,
1.db=b-a
2.d-(b+&)=d-b+a-¢c
3. (a@)-b=a(d-b)=a- (ab)

Demostracion: Para 3). Sean @ = (a1, ag,a3), b = (b1, bz, b3) y a € R.

(i) - b =(aa1)by + (aaz)bs + (aas)bs
=ai(aby) + az(aba) + asz(abs)
=i - (ab)

(@ - b) =a(arby) + a(azbs) + a(asbs)

(cway)by + (az)be + (cvas)bs

-

ad - b.

Las otras demostraciones se dejan al lector.
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Definiciéon 3.1.9 (Producto vectorial o producto cruz) Sean @ = (a1,a2,a3) y b= (b1, ba,b3)
dos vectores. Se llama producto vectorial o producto cruz de @ y b (en ese orden) al vector,

6x5:< az as aip as ap az )
by b3 b1 b3 b1 bo
6 — — —
i J k
a x g: ay a2 as
by by b3

Propiedades 3.1.3 (Propiedades del producto vectorial) Sean @, b y  vectores en R3 y a € R.

Se tienen las siguientes propiedades,

1. @xb=—(bxa)

2.dxd=40

3. @x(b+d =axb+axc

4. (a@) x b= (@ x b) = a x (ab)

Demostraciéon: Para 2). Sea @ = (a1, az, a3) € R3, luego

-

i j k
L az a3 a1 as ar ap
axa=|a ay az |= — =4.
a2 as ayp ag ap az
a; a2 ag
Para 3). Sea @ = (a1, a2,a3), b = (by,b2,b3) y €= (c1,ca,c3) € R3, luego
5 ] X
X (b+¢)= a1 as as
bi+c1 ba+ca b3+cs
as as ai as ay as
by +co b3 +c3 bi +c1 bz+c3 bi+c1 ba+e
a2 as ap as ayp as ay az ap a2
= )y - ) +
b2 co 3 b1 b3 1 c3 br b c1 2
=axbt+axc

Las otras demostraciones se dejan al lector.

Ejemplo 3.1.7

1. Sean @ =2i —1j + 3k Y b= —i— 2;+4E, Calcular @ x b Yy bx .
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—

2. C’alcular?xy,fxlg ki

<

- — -,

3. Calcular i x (i x k), (i x i) X k y note que en general @ x (b x &) # (@ x b) X €.

Teorema 3.1.3 Sean @ y b dos vectores no nulos en R. Se tiene que,

=, - =,

1.d-(@xb)=0 A b-(@xb)=0.
2. Si @ es el menor dngulo entre @ y b entonces,

[la > of| = ||a] [|ol|sin(e)

Demostracion: Para ii). Sean @ y Z;, luego

1@ x b||> =(azbs — asgbs)? + (asby — a1bs)? + (arbs — asby)?
=a3b3 + a3b3 — 2asa3babs + a3b? + b3 — 2aya3b1bs
+ a2b3 + a3b? — 2ayasb1by
=(a? + a3 + a3) (b + b3 + b3) — (a1by + azbs + azbs)?
=||a||*||pl|* — (@ - b)”
=[1all* [[8l1* = ([[a]| |[B]|cos(s))?
=|lal[* ||b]|*sin®(¢)

Asi, como 0 < ¢ <, entonces sin(p) >0

[1a@ > Bl| = [[all [b]|sin(p)-

Corolario 3.1.2 Dos vectores no nulos a y b son paralelos si y sdlo si d X b=40.

Observaciones:

1. Si los vectores @ y b son dos lados de un tridngulo, entonces el area A del tridngulo esta dada
por,
A=l
= —||a .
2

2. @ x b es un vector ortogonal a @ y b.

Ejemplo 3.1.8 1. Sean d = 2 — ;-i— 3k Y b=—i— 2;4— 4k. Calcular un vector unitario ortogonal
aduyb.

2. Hallar el drea del triangulo cuyos vértices son los puntos A(1,—1,0), B(2,1,—1) y
C(-1,1,2).
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Definicién 3.1.10 Sean @, b y  tres vectores. Los productos a- (Z_;X ¢) y(ax 5) -C se llaman producto
escalar triple y los productos de la forma a@ x (b x &) y (@ x b) x € se llaman producto vectorial
triple.

Teorema 3.1.4 Sean @, b y ¢ vectores no nulos.

Demostracion: Para 2). Sean @ = (a1, ag, as3), b= (b1,ba,b3), y €= (c1,c2,c3) € R3 luego

)

= a1(bacg — bzca) + az(bzer — bicz) + az(bica — bacy)

by b3
Cy C3

b1 b3
cl1 C3

b1 b
c1 €2

I

a@xa_a<

= a1b263 — albgcg + a2b301 — a2b163 + agblcg — agbgcl)

= 01(a2b3 — agbg) — 02(a163 — a3bl) + C3(a152 — Gle)

. as as . ay as ap az
- b2 b3 ’ b1 bg ’ bl b2
=Z-(@xb)
—(@xb)-T

—.

Figura 3.7: |¢- (@ x b)| volumen del paralelepipedo.
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Para 3). Sean @ = (a1, az,as), b= (b1,b2,b3), y €= (c1, ca,c3) € R3 luego basta notar que

Asi

c-(@xb),, =
h = ||proy._>c|| = = X b
[proyz,zell =|l H@XW( )l
g (@xb|, .
— 1Sy
1@ > bl|
|- @xb)
1@ > bl|

V =h|@xbl|=|¢(@xb)

3.1.1 Listado 3

1. Encuentre un vector que tenga norma 3 y que sea perpendicular a (1,—4,0) y (2,0, —=7).

2. Sean @ = (0,1,—-1), 7= (0,2,1) y & = (—2,1,1). (En practica)

— —

a) Calcule 24 - U, =¥ x 4, 4 - (U x ).

b) Encuentre un vector & € R3 (si existe) tal que,
i) sea perpendicular a 4 y 7,
i) |7 -l = [|£ =] y || =1,

iii) sea paralelo al vector @ — @' y perpendicular @ — .

. Sean @ = (1,—1,) y b = (—2, —a, 4) dos vectores en R3 con o € R. Determine un valor de o (si

existe) tal que: (En practica)
i) d es paralelo a l_;,
ii) d es perpendicular a b,

iii) La proyeccion de b sobre @ sea (—6,—12,12).

. Sean u = (—2,1,-2) y v = (1,—2,1) dos vectores en R?. Encuentre un vector 1 = @+ A7, A € R,

tal que ||| tenga el menor valor posible.

. Determine el lugar geométrico de los vectores que forman un angulo de 30 grados con el vector

(1,0,/3). Existe alguno de la forma (o, 8,v/3a), con o € R? Determinelo(s).

. Determine un vector & = (21,2, x3) tal que ||Z|| = 4 y los dngulos directores con respecto a los

ejes X y Z sean 30 y 45 grados respectivamente. (En practica)

Sean @, 5, ¢ € R3 tal que gy ¢ son perpendiculares y a € R. Pruebe que si @ - b = 0, entonces

L, axc+ab i ) oo o 7 L.

T = i satisface las ecuaciones: T-d=a y £ x b=_C. (En practica)
a .

Sean @ = (0,—1,2), b= (2,0,3) y €= (1,0, —2) tres vectores en R3. Pruebe que:

(Z-3=0)A(Z-b=0)A(Z-=0)=Z=(0,0,0).
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9. Calcule el area del cuadrilatero cuyos vértices son los vectores: (9,10,1), (1,3,2), (2,8,6) y
(31,21, —10).
(En practica)

10. Determine el area del tridngulo cuyo vértices son los puntos (1,0,—1), (2,-2,3) y (7,—2,4).

11. Sabiendo que @ - (U X @) = 1 determine: (En practica)




cAriTuLO 4

Rectas y Planos en R?

4.1 Rectas en el espacio

Consideremos una recta L en el espacio que pasa por un punto Py(xg, yo, z0) y es paralela a un vector
dado, no nulo, 7= (a, b, c).

Figura 4.1: Recta que pasa por el punto Py y es paralela a 7.

Definiciéon 4.1.1 (Recta en el esgacio) La recta L es el conjunto de todos los puntos P(x,y,z) del
P

espacio para los cuales el vector es paralelo a 7. FEsto es, P € L si y sdlo si existe un escalar t tal

que:

Poﬁ =tr (Ecuacion vectorial de la recta)

Si = (a,b,c)y PO?) = (z — x0,y — Yo, 2 — 20), entonces
(iU —20,Y — Yo,z — ZO) = (ta,tb,tc)

es decir

T — x9 = tla, Yy — Yo = tb, z—2zy=tlc

o bien

27
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T =2x9+ta
y=1yo+th, teR. (Ecuaciones paramétricas de la recta)
z = z9+tc

Si a, by ¢ son no nulos, entonces eliminando el parametro ¢ se obtiene

r—2o Y—Yo <2— %0

5 (Ecuaciones simétricas o cartesianas de la recta)
a c

Ejemplo 4.1.1 1. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P(2,—9,—5)
y es paralela al vector 7= (0,2, 3).

Solucion:
=2
L:¢ y=-94+2t, teR.
z=-—-5+43t

2. Encontrar las ecuaciones simétricas de la recta que contiene los puntos Py(4,—6,5) y P»(2,—3,0).

Solucion:
r—4 y+6 5-—=z

L:
-2 3 )

3. Considere la recta L cuyas ecuaciones paramétricas son

rT=2-3t
L:< y=t, teR.
z=—-1+1

Determine un vector unitario paralelo a L y dos puntos distintos de la recta.

Solucion:

P < 3 1 1 )

17 \VI1T V11 V11
es un vector unitario paralelo a L.
Parat =0, 2 =2, y=0,2=—1. Parat =1, 2 = -1,y =1, 2 = 0. Asi A(2,0,—1) y
B(—1,1,0) son dos puntos diferentes de L.

1 -2
4. Considere la recta L del ejemplo 3 y la recta L' : % = yT =241 y decida si existe punto

de interseccion entre ellas.

Solucion: No hay punto de interseccion.

Definicion 4.1.2 (Rectas paralelas y perpendiculares) Sean L1 y Lo dos rectas. 71 vector director
de L1 y Ty vector director de L.
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a) L1 es paralela a Ly si 71 es paralelo a 7.

b) L1 es perpendicular a Ly si 7] es perpendicular a 75 y L1 N La # ¢.

Observacion: Las rectas Ly L’ del ejemplo 4 no se intersectan y es facil verificar que no son paralelas.
Esta situacién, que en el plano es imposible, ocurre a menudo en el espacio. Tales pares de rectas se

dicen alabeadas.

Teorema 4.1.1 Sea L una recta paralela ol vector ¥ y sea A un punto del espacio que no pertenece a

L. La distancia del punto A a la recta L estd dada por:

s
_ HT X P()AH
[ —
donde Py es un punto cualquiera de la recta.
. ) . z+1 y—6
Ejemplo 4.1.2 1. Encontrar la distancia desde el punto A(1,2—1) a la recta L : S5 =1 =
z—3
5
V1
Solucion: d = Q
V14
2. Encuentre la distancia entre las rectas
r=1+1t r=2—1t
Li: ¢ y=1-—t, t e R, Lo: < y=1+2t, te R
z=—1 +t z2=—-2—1

Solucion: d(Ly, La) = V2.

4.2 Planos en el espacio

De la geometria clésica se sabe que existe un tnico plano que contiene un punto dado y es perpendi-
cular a una recta dada. Sean Py(xg, Yo, z0) un punto fijo del espacio y sea 77 = (a, b, c) un vector dado
no nulo. Un punto P(z,y, z) del espacio pertenece al plano IT que contiene a Py y es perpendicular al

vector 7i si y sélo si el vector Poﬁ es perpendicular a 7. Esto es

- Poﬁ =0 (Ecuacién vectorial del plano)

Como 71 = (a,b,c), Poﬁ = (z — 20,y — Yo, 2 — 20) y definiendo d = axy + byo + czp, luego

ar+by+cz=d (Ecuacién cartesiana del plano)
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/

T

Figura 4.2: Vector normal al plano I1.

Ejemplo 4.2.1 1. Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto Py(—2,4,5) y es perpendicular
a al vector = (7,0, —6)

Solucion: I : Tx — 6z = —44.
2. Determinar dos puntos distintos del plano II : x + 2y 4+ 2z = 13.

3. Calcular la distancia entre el punto Py(2,—3,4) y el plano IT : x + 2y 4+ 2z = 13.
Solucion: Py@ = 3.

Observacion: Se puede probar que en general la distancia d entre un punto Py y un plano II estd
dada por

donde Py € Il y 7 es el vector normal al plano II.

4. Hallar, el dngulo formado por los planos II1 :x+y+z2z=5y Il :x+2y+2="1.
Solucion: 19.47 grados.

5. Hallar la ecuacion de la recta de interseccion de los planos del ejercicio anterior.

Solucion: varias formas de describir la misma recta.

6. Determinar la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(1,0,3), B(—2,3,1) y C(0,1 ,5).

Solucion: varias formas de describir un mismo plano.

4.2.1 Listado 4

1. Usando métodos vectoriales demuestre que la distancia d entre el punto P(zg,yp) v la recta

axr +by+c=0es
_laxg + byo + |

d
JE L
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10.

11.

12.

13.

14.

Hallar la ecuacion de la recta que pasan por el punto P en la direccién de 7.

a) P(2,—-1,4), 7= (3,—1,6). (En practica)
b) P(-2,4,3), 7= (2,0,-3).

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(—6,5,3) y es paralela a la recta

r—4 33—y 3z2+5
-2 3 6

L:

(En practica)

. Hallar las ecuacion de la recta que pasa por los puntos: Py(5,0,7) y Pi(5,—3,11).

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(3,—3,4) y es perpendicular a cada una
de las rectas:

2c—4 y—3 242 x—3 2y—7 33—z
L . = = L : = —
1 D) 1 5 Yy 2

(En practica)

. Demostrar que las rectas L1 y Lo son paralelas y hallar la distancia entre ellas.

I x—=2 y—2 8-z I x—1 2—-y z+43
YTy T T Y e T T
-1 2 -3 -2 -2 1
Hallar la distancia entre las rectas lex2 :yle zzl yLQ:x 3 :yl :Z;

(En practica)

. Hallar la ecuacion del plano que contiene los puntos (4,—2,2) y (1,1,5) y es perpendicular al

plano: IT : 3z — 2y + 52 — 1 = 0. (En practica)

. Determinar el valor de k de modo que los planos I1; : kx—2y+22—7 =0a Il3 : 4dx+ky—62+9 = 0,

sean perpendiculares.

Hallar la ecuacién del plano cuyas intersecciones con los ejes coordenados x, y, z son —5, 3 y 1
respectivamente. (En practica)

Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto (3, —2,6) y es paralelo al plano IT : 4y — 3z +
12 =0.

Hallar el d4ngulo que forman los planos IT; : 3z +y—2+3=0y Il :x —y+42—9=0.

2 —4
37;— = % _Z 5 y el plano IT : 2z+3y—2z+11 = 0.

Hallar el &ngulo formado por la recta Ly :
(En practica)

Hallar el angulo formado por la recta de interseccién de los planos Il : ¢ — 2y +2z+4 =0y
II :x+2y+32—4=0yelplano II3:3x — Ty + 8z — 9 =0. (En practica)
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15.

16.

17.

18.

Hallar la distancia del punto Py(7,7,4) ala recta de interseccion de los planos I1; : 6x+2y—+z—4 =
Oy Ily:6x—y—22—10=0.

Hallar la ecuacion del plano que contiene el punto Py(3,—1,7) y es perpendicular a la recta
z+2 33—y =z

L: —3 _1 7 (En practica)
Hallar la ecuacién del plano que contiene a la recta Lq : v ;L 2 = % = —Z y es paralelo a la
recta Lo : r—1 =Y _ z—i—?.

1 -2 5
Demostrar que la recta L : xg2 = Sy_—gl = 1;'2 y el plano II : 2z — 3y + 6z + 3 = 0 son

paralelos y determinar la distancia entre Ly y II.




CAPITULO D

Espacios vectoriales

5.1 Preliminares

Definiciéon 5.1.1 (Cuerpo) Sea K un conjunto y sean + y - dos operaciones binarias internas defi-
nidas sobre K, llamadas suma y producto respectivamente. Diremos que K, con estas operaciones,
es un cuerpo si se satisfacen los siguientes axiomas:

1. Ve,y,z€ K, z+y+2)=(x+y)+=z Asociatividad de +
2. Ve,ye K, x4+y=y+zx. Conmutatividad de +
3. ek, VeeK, z4+0==zx. Elemento neutro para +
4. VreK, I—zeK, x4 (—x)=0. Simétrico
5. Vr,y,z€K, z-(y-2)=(x-y)-z. Asociatividad de -
6. A1eK, Ve eK, 1l-z=x-1=u=z. Elemento neutro para -
7 Ve eK,x#0, I leK, z-al=2"1 2=1. Inverso de x

8. Va,y,z€K, z-(y+z2)=z-y+x-2z N (x4y)-z=z-2+y-=z.

Distributividad de - respecto de la suma +
9. Diremos que K es un cuerpo conmutativo, si ademds se satisface:

Ve,yeK, z-y=y-z.

Observaciones:

1. Escribiremos la terna (K, 4, ) para indicar que el conjunto K con las operaciones + y - es un
cuerpo.

2. Los conjuntos Q, R y C de los nameros racionales, reales y complejos respectivamente, constituyen
cuerpos conmutativos con las operaciones de suma y producto usuales.

33
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Definicién 5.1.2 (Espacio vectorial) Sean V un conjunto, K un cuerpo y

+:VxV =V
(z,y) = = +y,

una operacion binaria interna llamada suma,

S KxV >V

(o, ) — ax,

una operacion binaria externa llamada producto por escalar.

Diremos que V' con las operaciones + y - es un espacio vectorial sobre K o un K-espacio

vectorial, si:

Vx,y,z€V, o4 (y+2)=(x+y) + 2.

Ve,yeV, z4+y=y+uz.

30, € V (vector nulo) para+, tal que, x4+ 60, =x,Yx € V.

NeeV,d—zeV, o4 (—x)=10,.

Va,B e K, Ve eV, «a(fz) = (af)z.
Vae K\Ve,y eV, alzx+y)=ar+ ay.
Va,B e K, Ve eV, (a+ f)x =ax+ Px.

VereV, 1-x =2z, donde 1 es el elemento unidad de K.

Observaciones:

5.2

. Los elementos de V' se denominan vectores y los elementos de K, escalares.
. Del axioma 3 se concluye que V # ¢.

. Si K = R, diremos que V es un espacio vectorial real. Si K = C, diremos que V es un espacio

vectorial complejo.

Cualesquiera sean los vectores x e y de V', x + (—y) se escribe como xz —y y se llama diferencia

entre x e y.

Propiedades de los espacios vectoriales

Teorema 5.2.1 Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Entonces

1.

El elemento neutro 0, para la operacion suma, es inico.
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2. Para cada x € V existe un unico simétrico (inverso aditivo) —x € V.

3. Ley de cancelacion

Ve,yzeV, c+y=ax+z=>y==z2
4. Para todo x € V,0-x = 0,.
5. Para todo a € K, o+ 0, = 0,.
6. Para todo o € K, para todo x € V, (—a) -z = —(a - x).
7. Para todo a € K, para todo x €V, a-z =0, (a =0V z =0,).
Ejemplo 5.2.1 1. Sea K un cuerpo, entonces K es un espacio vectorial sobre si mismo, lo cual se
sigue trivialmente de las propiedades de cuerpo.

2. Consideremos el conjunto R™ de todas las n-uplas de nimeros reales, es decir:
V=R"={(x1,22,...,2p) :x; ERi=1,...,n.},
R™ es un R-espacio vectorial con las siguientes operaciones
+:R"xR" = R"
(1,22, -, Tn) + (Y1, Y2, -+ Yn) = (@1 + Y1, T2 + Y2, -+, T+ Yn)
: RxR" —» R"”

a(ry, T2, ..., xy) = (X1, e, .. ., QL)

3. Si en R? se definen la suma como en el ejemplo anterior y el producto por escalar como sique:

.t RxR%2 = R?

a(zy, xe) = (axy, z2),

Luego R? con estas operaciones no es un espacio vectorial.

4. El simbolo KX denota el conjunto de todas las funciones con dominio un conjunto X # ¢ y
codominio en el cuerpo K, es decir

KX = {f|f: X > K}

En KX definimos la suma de funciones y el producto de un escalar por una funcién como sigue.

Si f y g son dos elementos cualesquiera de KX, entonces:

f+g:X =K
(f+9)(x) = f(x)+g(x), VrelX.
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St « es cualquier escalar en K y f cualquier elemento de K , entonces:

af : X - K
(af)(z) =af(z), VrelX.
(KX, +, ) un K-espacio vectorial.

5. El conjunto Myxm(K) de las matrices de orden n x m con elementos en el cuerpo K y con las
operaciones de suma y producto por un escalar usuales, es un K-espacio vectorial. Los vectores
de este espacio son matrices.

5.3 Subespacio vectorial

Definicion 5.3.1 Sea V' un K-espacio vectorial y S un subconjunto de V. Diremos que S es un subes-
pacio vectorial de V, si S es un espacio vectorial sobre K con las mismas operaciones de suma y
producto por escalar definidas en V.

Observacion: Cualquiera sea el espacio vectorial V', tanto {6, } como V son subespacios de V' llamados
subespacios triviales.

Teorema 5.3.1 Sea V un espacio vectorial sobre K. Diremos que S C V es subespacio vectorial de
V' siy solo si

1. S#0
2. si para cualquier x,y € S, se cumple que t+y € S y

3. siAeKyxzelS, entonces Ax € S.

Ejemplo 5.3.1 1. Sea S = {( “ Z
c

> EM(R):a=bAc= —d}, S es un subespacio del espa-
cio vectorial Ma(R).

2. Sea S ={(x,y,2) ER®:x+y+2=1}. S no es subespacio vectorial de R3.

3. El conjunto V. = Cjo1(R) de las funciones reales continuas sobre [0,1] es un subespacio del
espacio vectorial ROV de las funciones de [0,1] en R.

4. Sea A € Myyn(K). Siz = (x1,...,2,) € K", entonces Ax denotard la multiplicacion de A por
la matriz columna formada por x1,...,x,, es decir

1
Ar = A

Tn
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Sea
S={zeK": Az =0}.

Es decir, S es el subconjunto de K™ de las soluciones del sistema Ax = 0. Entonces, S es un

subespacio vectorial de K".

5.3.1 Interseccién de subespacios
Teorema 5.3.2 Si .S yT son dos subespacios vectoriales de un mismo K-espacio vectorial V', entonces
la interseccion de S y T, SNT, es un subespacio vectorial de V.

Demostracion: Hacer en clase.

1. SNT # ¢.
2. SNT es cerrado para la suma.

3. SNT es cerrado para multiplicacion por escalar.

5.3.2 Unién de subespacios

En general la unién de subespacios no es un subespacio vectorial. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.3.2 1. Sean S = {(z,y) € R? : y = 22} y T = {(z,y) € R? : y = £} subespacios
vectoriales. Luego uw = (1,2) € S, por lo tanto w € SUT. Andlogamente, v = (2,1) € T, por lo
tanto v € SUT. Pero, u+v = (3,3) ¢ S y (3,3) ¢ T. Luego, u+v ¢ SUT. Por lo tanto SUT

no es un subespacio vectorial.

Teorema 5.3.3 Si S y T son subespacios de un K-espacio vectorial V', entonces S UT es subespacio
sty solost SCTVT CS.

5.3.3 Suma de espacios vectoriales

Sean S y T dos subespacios del mismo K-espacio vectorial V', se llama suma de S y T al conjunto

S+T={veV:iv=s+t,sec SAteT}.

Teorema 5.3.4 S+ T es un subespacio vectorial de V.

Demostracion: Hacer en clase.

Observacion: Si SNT = {0, }, la suma S + T se llama suma directa y se escribe S & T
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Ejemplo 5.3.3 1. Sea
S={(z,y,2) €ER®:y=2=0} = {(2,0,0) : € R},
S es el subespacio representado por el eje X, y
T={(z,y,2) €ER®: 2 =0} = {(0,y,2) : y, 2 € R}.
El subespacio T es el plano coordenado Y Z. Muestre que S @ T = R3.

2. EnV = My(R), consideremos los subespacios

SZ{(Z Z)EMg(R):b:c:O},
a b
T:{(C d)eMQ(R):b:d:O}.

Calcule S + T y muestre que S + T no es suma directa.

3. Sean S ={Ae M,(R): A=A} yT ={A e M,(R): A= —A'}. Muestre que M, (R) = S®T.

5.3.4 Combinaciones lineales. Dependencia e independencia lineal

Definiciéon 5.3.2 (Combinacioén lineal) Sean, V' un K-espacio vectorial, x1,...,xz, vectores de V.
El vector © es combinacion lineal (C.L.) de x1,...,x, si existen escalares aq, ..., oy € K tales que

r=Q1T1+ "+ QpTy.

Observacion: El vector nulo es C.L. de cualquier conjunto de vectores.

Ejemplo 5.3.4 1. Decidir si p(t) = t>—2t+3 es C.L. de p1(t) = (t—1)2, po(t) = 5t+1, p3(t) = 5.

2 -1 1 —4
2. Investigar si A = 0 es C.L de las matrices A1 = 0 , Ay = 0 y Ag =
20 4 0 2 8 0

1/4
( S/Q (/) ) Respuesta: Si (de infinitas maneras).

Teorema 5.3.5 Sean V' un K-espacio vectorial y A = {v1,ve,...,v,} C V. El conjunto de todas las
combinaciones lineales de vectores de A es un subespacio vectorial de V.

,
S:{:EEV:x:Zaivi,aiGK,izl,...,r}.
i=1

El subespacio S se llama subespacio generado por A o subespacio generado por los vectores
V1, ...,0p. Los vectores vy,...,v, se llaman generadores de S.
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Se denota por S = (A) = ({v1,...,v.}). También se dice que v1,...,v, generan al subespacio o
que A es un sistema de generadores de S.

Demostracion: Hacer en clase.

Ejemplo 5.3.5 1. Caracterice el subespacio generado por vi = (0,1,2), vo = (=1,3, —1) y v3 =
(2,-11/2,3).

Solucién: S = {(x,y,z) € R®: 2z — 2y — 7w = 0}.

2. Consideremos el subespacio de las matrices simétricas

S = {(Z i) GMQ(R):a,b,CER}.

Encuentre el conjunto A tal que S = (A).

Respuesta: A = 10 ) 01 , 00 .
0 0 10 0 1

Definiciéon 5.3.3 Sean V' un K-espacio vectorial y A = {v1,...,v.} CV; A es un conjunto lineal-
mente dependiente (L.D.) si existen escalares no todos nulos aq,...,q, € K tales que

avr + -+ vy = 0y,

Si A no es un conjunto L.D. se dice que es linealmente independiente (L.I.).

Definicion 5.3.4 S es un conjunto linealmente independiente si todo subconjunto finito de S es
L.I.

Observaciones:

1. Todo conjunto que consta de un tnico vector distinto del nulo es L.I.

2. Todo conjunto que contiene al vector nulo es L.D.

Ejemplo 5.3.6 1. Muestre que A = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} C R3, es un conjunto L.I.

2. Sea V el espacio de los polinomios de grado menor o igual que 2 con coeficientes reales, donde
0, es el polinomio nulo. Sea A = {3x? — 2z,2% 4+ 1, =3z + 2,22 — 1} C Po(x). Muestre que A es
L.D.

Observaciones:

1. Siwg,...,v; es un conjunto de vectores L.D., entonces uno de los vectores es C.L. de los restantes.
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2. Reciprocamente, si un vector v es C.L. de vy, ..., v, entonces {v,v1,..., v} es L.D.
3. Si el conjunto A = {vy,...,v;} es un sistema de generadores L.D. del espacio vectorial V,

entonces existe v; € A tal que A — {v;} es un sistema de generadores de V.

Definicién 5.3.5 (L.I. maximal) Un subconjunto A = {v1,...,v,} del K-espacio vectorial V es L.I.
maximal, si A es L.I. y si AU{w} es L.D., cualquiera sea w € V, w #v;, i =1,...,n.

Ejemplo 5.3.7 A = {(1,0),(0,1)} C R? es un conjunto L.I. mazimal puesto que es L.I. y cualquier
vector de R? se puede escribir como combinacion lineal de los vectores de A. Luego AU {w} es L.D.,
para todo w € R2.

Definiciéon 5.3.6 (Base de V) Sea V' un K-espacio vectorial. A = {vi,...,v,} CV es una base de
V' si:

1. Aes L.I.

2. A es un sistema de generadores de V.

Teorema 5.3.6 Todo espacio vectorial posee base.

Demostracion: La demostracion del Teorema 5.3.6 no esta al alcance de este curso.

Ejemplo 5.3.8 1. SiV = R3, se puede demostrar facilmente que el conjunto A = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)}
es L.I. y un sistema de generadores de R3. Por lo tanto, A constituye una base de R3, llamada
base canonica de R3.

2. El conjunto B = {3,x— 1,22 +x} es base del espacio vectorial Pa(x) (polinomios de grado menor

o0 igual a 2, con coeficientes reales).

Teorema 5.3.7 Sea V un K-espacio vectorial generado por un conjunto finito de vectores vi,...,vn,.
Entonces todo conjunto L.I. de vectores de V' es finito y contiene a lo mds n vectores.

Definiciéon 5.3.7 (Dimension de V) Se llama dimension de un K-espacio vectorial V' al nimero
de elementos de una base cualquiera de V. Se denota dim(V'). Si V' consiste unicamente en él vector
nulo, diremos que su dimension es 0.

5.3.5 Listado 5

1. Sean U, V, W, Z los siguientes subespacios de R3.
U: {(SC,y,Z) ER?’ ZSU+y+Z:0},
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V ={(x,y,2) €eR?: 2 =0},

W ={(0,0,2) e R®: z € R},

Z ={(z,y,2) € R : x = 3y = 22}.

Caracterice los elementos de cada uno de los siguientes espacios:

a) U+V e) UNW
b) U+ W
) VAW
c) V4+W
d) W+ 27 g) UnZ

En practica 1.c) y 1.g).
2. Determine si los siguientes conjuntos son linealmente independientes.

a) {(3,6,1),(2,1,1),(-=1,0,—1)} en R3

b) {((1) (1)> , ((1) é) : G 1)} en M2(R) En practica 2.b).

o) {B—t2+4t+1, 288 -224+9t—1, 3+6t—5, 2t3—5t2+7t+5} en P3(R)

3. Demuestre que los polinomios {(1 —#)3, (1 —¢)2, (1 —t), 1}, generan el espacio de los polinomios

de grado menor o igual que tres. En practica.

4. Sean S; = {sen? (z),cos? (z),sen (x) cos (z)} y So = {1,sen (2z), cos (2x)}. Muestre que los vec-
tores de cada conjunto son L.1.

5. Encuentre una base y determine la dimension de los siguientes subespacios:

a) Z={(z,y,2) €ER3: 2 — 2y — 32 =0}, g) T={{7—222%+1,2%2-1}),

b) Y = {(,5,7) € R® s 2 = 3y}, b

¢) X = {(z,y,2) € R3: 62 = 3y — 2}, h) S = ({cos® (z),sin” (x), cos (2x)}),
d) W= (abcd)éR"‘ b—2c+d=0}, D) R={pePsR):p(0) =0},

e) V={(a,bc,d) €R*:a=d,b=2c}

b, c

a b b i) @={pePs3(R):p(1) =0},
0 a c| eMsR),,

0 d a

{
{{(

6. Considere el conjunto P(R) con la suma usual de polinomios y la multiplicacién por escalar

k) P={pePsR):p(0) =p/(0) =0}
En practica 5.a), 5.k).

definida por
ap(z) = ap'(z),Va € R,V¥p(x) € Pa(R).

.Es P(R) un espacio vectorial con estas operaciones?. En practica.

7. Considere la ecuacién z — 2y 4+ 3z = 0.
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10.

11.

12.

13.

a) Muestre que el conjunto solucién S de esta ecuacién es un subespacio de R3.

b) Encuentre una base para S y su dimension.

. Sea V un K-espacio vectorial y S; = {u,v,w} un subconjunto L.I de V. Demuestre que: Sy =

{u+v,u—v,u—2v+w} es también L.I.

. Considere los siguientes subespacios de R3.

U= {(2,9,2) € RS : 5 = 2y}
V={{-1,2,1),(0,0,1)})
Caracterice los subespacios U +V y UNV. En practica.

b

Encuentre la dimension del subespacio V = { <a d
c

)EMQ(R):a:b/\c:d}.

Encuentre la dimension del espacio U = {ax? 4+ bx + ¢ € P2(R) : 2b — ¢ = 0}. En practica.

Dados los subespacios U = { <a b) e Ma(R):a+c= 0} y

V:{(Z 2) EMQ(R):Qb—dzo}.

a) Caracterice el subespacio U N'V.

b) ;Es U+ V suma directa?.

Considere el conjunto S = {(z,y,2) € R3 : 4z + 3y — z = 0} y el subespacio T' de R? generado
por (3,—1,1).

a) Demuestre que S es un subespacio de R3.

b) Determine una base para S + Ty decida si ésta es una suma directa.

En practica.




CAPITULO O

Espacios vectoriales con producto interior

6.1 Espacios vectoriales con producto interior

Definiciéon 6.1.1 (Productor interior) Sea V' un espacio vectorial sobre K. Una aplicacion ( , ) :
V xV = K se dice un producto interior sobre V' si verifica:

1. (v,v) >0 YveV, (v,v) =0 v=>4.
2. Yvi,vo yw €'V, Va, B €K,

(avy + Pug, w) = alvy,w) + B{ve, w).

3. (v,w) = (w,v) Yv,weW.

Propiedades 6.1.1 1. De (3) se tiene que
(v,v) = (v,v) Yv eV,
de donde se puede concluir que (v,v) € R.

2. SiK=R y V espacio vectorial sobre R entonces (3) se transforma en

(v,w) = (w,v) Yv,w e V.

3. Ywi,wy yv €V, Vai,as € K
(v, vyw1 + awsy) = @y (v, w1) + ax(v, wa).
En particular, st K =R se tiene

(v, w1 + aswz) = o (v, wr) + aa (v, wa).

43
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Ejemplo 6.1.1 (Producto interior) 1.- Sea V = C" espacio vectorial sobre C.
(,):C"xC"=C
n
v) = u;,
i=1
es un producto interior.

2. Sea Mpym(R),

< ) >3-/\/ln><mX-/\/lnxmﬁR
(A4, B) = tr(A'B),

es un producto interior. Donde la traza de una matriz cuadrada A es la suma de los elementos

de la diagonal principal y se denota por tr(A).
3. Sea Crla,b] el espacio vectorial de las funciones continuas de [a,b] en R.

(,):CRrla,b] x Crla,b] = R

/f

es un producto interior.

Definicién 6.1.2 (Norma) Sea V' un espacio vectorial con producto interior, se llama norma del
vector v al numero ||v|| = /(v,v).

Propiedades 6.1.2 Vu,v,w € V y a € K,

1. v =0<v=6.

2. |Jawll = lelv]l-
3. (v, w)| < |v||||w]]- (Desigualdad de Cauchy-Schwartz)
4. Nlu+o| < |lul| +v]- (Desigualdad triangular)

Definicion 6.1.3 Sea V' un K-espacio vectorial con producto interior

1. vyw €V, v es ortogonal a w si (v,w) =0.
2. un subconjunto {v1,...,v,} CV es un conjunto ortogonal si (v;,vj;) =0 Vi#j.
3. un subcongunto {v1,...,v,} C V es un conjunto ortonormal si es un conjunto ortogonal y

lvill =1 Vi={1,...,n}.

Lema 6.1.1 Si {vy,...,v,} es un conjunto ortogonal de vectores no nulos, entonces {vi,...,v,} es

L.I.
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Demostracion: Demostrar en clases.

Corolario 6.1.1 Si un vector w es C.L. de un conjunto ortogonal de vectores no nulos {x1,...,xn},

entonces w es igual a

n
W — Z <w7xk>xk
k]2

k=1

Demostracion: Demostrar en clases.

Proposition 6.1.1 (Proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt) Sea V' espacio vectorial

de dimension finita con producto interior (, ) y {vi,...,vn} una base de V. Entonces existe una base
ortogonal {wi, ..., w,} tal que el subespacio generado por los vectores {wi,...,wy} es el mismo que
el subespacio generado por {vi,...,vm} (1 <m <mn). Ezxplicitamente, la base es
wy = vy, (1)
wy = vy — 2 )
w7
(v, w1) (v3, wa)
w3 = v3 2, (3)
[Jws||? [[wz]|?
<Una ’LU1> <vna U}2> <U’I’L7 wn71>
Wy, = Uy, — - Wy — = Wy 1. (n)
T wn? [[ws]|? Jwp—1* "

Ejemplo 6.1.2 1. Sea B = {(3,0,4),(—1,0,7),(2,9,11)} una base de R3. Encuentre una base or-
togonal para R.

Respuesta: B’ = {(3,0,4),(—4,0,3),(0,9,0)}

Observacion: Sea V espacio vectorial de dimension finita con producto interior (, ) y {vi,...,vn}
una base de V. Entonces, por Gram-Schmidt existe una base ortogonal {wy,...,w,} de V. Sea u; =
w; /||w;]|, entonces {u1,...,u,} es una base de V' donde los vectores son ortogonales y de norma 1.

Definiciéon 6.1.4 Sea V' espacio vectorial con producto interior { , ) y sean U, W subespacios de V.
Diremos que U es ortogonal a W y denotaremos U 1L W si para todo uw € U y para todo w € W
tenemos que (u,w) = 0.

St X es subconjunto de V, definimos

Xt ={ueV:(uz)=0Vze X} (Complemento ortogonal de X)

Proposition 6.1.2 Sea V' espacio vectorial con producto interior {, ) y X C V. Entonces X+ es un

subespacio de V.
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Demostracion: Demostrar en clases.

Observacion: Si W es subespacio y « es ortogonal a todo vector de una base de W entonces z € W+,

Ejemplo 6.1.3 1. W = {(0,0,2) : z € R} C R3. Encuentre W+.

2. Sean S ={(x,y,2) : 20 —3y+2=0} y T = {(x,y,2) : S

Y
2 3

= z}. Muestre que S L T.

6.1.1 Listado 6

1. a) Considere R? con el producto interior usual. Si z = (1,2) y y = (=1, 1), encuentre v € R? tal
que
(v,z) = =2 A (v,y) = 3.

b) Demuestre que para cada vector u € RQ, se tiene
u = (u,e1)e; + (u, ez)ea,

donde {e1,e2} es la base canonica de R.

(En practica.)
2. Encuentre una base ortonormal para R? a partir de {(1,1,0), (—1,1,0),(—1,1,1)}.

3. Dado el vector (2,1,—1) € R3, construya a partir de él una base ortonormal de R3. (En
practica.)

4. Considere el espacio vectorial R3 con el p.i. usual. Sea S = ({(1,1,1),(—1,1,0)}).

a) Caracterice S* y determine su dimension.

b) Encontrar una base B ortonormal de R? tal que uno de sus vectores sea elemento de S*.

5. Considere el espacio vectorial real P(R) con el p.i.

2
.0 =2 | pl)a(e)ds
0
Pruebe que el conjunto {1,z — 2,22 — 2} es l.i. y ortonormalice respecto del p.i. dado.

6. En C? se define el producto interior (En practica.)

n
(,y) = sz%
i=1

Pruebe que los vectores x = (3, —i), y = (2,6i) son ortogonales y normalicelos.

7. Pruebe que en el espacio Cg[0, 1], con el producto interior

1
(f.g) = /0 F(Hg(t)dt,

el conjunto {1,v/3(2t —1),+/5(6t> — 6t + 1)} es una base ortonormal.
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8.

10.

11.

12.

13.

En el espacio Cg[0, 27], con el producto interior

2

(f.9) = ; f(z)g(w)dx,

el conjunto {sin(z), cos(x)} es ortogonal. (En practica.)

. Pruebe que {sin(nz), cos(nz), 1} es un conjunto ortogonal con el producto interior

1
() = | fa)gta)da.
-1
En el espacio de los polinomios reales de grado menor o igual que 2 con el producto

1
(p,q) = / p(z)q(z)dz.

-1
construya a partir de la base {1, z, 22} una base ortonormal.

Sean x e y vectores de un espacio vectorial con p.i. tales que x+y es ortogonal a x —y. Demuestre
que [|z|[ = [|y|.

Sea V' un K-espacio vectorial con p.i.. Demuestre que: Vz,y € V, (En practica.)
Iz +yl* + [l =yl = 2l|=]* + 2[|y[1*.

Sea W = {(z,y,2) € R® : x = 2y = z}. Halle W+. ;Qué representan geométricamente W y W+?




CAPITULO 7

Tranformaciones lineales

7.1 Tranformaciones lineales

Las transformaciones lineales son las funciones con las que trabajamos en el algebra lineal. Se trata
de funciones entre espacios vectoriales compatibles con la estructura, es decir con la suma y el producto
por escalares.

Definicion 7.1.1 Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K. Una transformacion
lineal de V en W es una funcion T : V — W tal que

1. Tlu4+v)=T(u) +T(v), para u,v € V,

2. T(\) =T (v), parav eV, X € K.

Observacion: T : V. — W es transformacion lineal si y so6lo si
T(A+u)=AT(v)+T(u), para v,u € V,\ € K.

Algunas veces usaremos esto ultimo para comprobar si una aplicacién de V' en W es una transformacion
lineal.

Ejemplo 7.1.1 1. T dada por
T :R?> - R3
T(x,y) = (z —y,2x,y + )

es una T.L.
2. T dada por
T:P(R) >R
d*p(x)
T —_
(w(e)) = 2,
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es una T.L.
T dada por

T7:V -V
T(x) =, € K,A#0,

es una T.L. llamada homotecia de razon a.

Propiedades 7.1.1 Sean T y L dos transformaciones lineales de V- en W, entonces,

1. T(8,) = .

2. T(—v) =-T),Yv e V.

3. T+ L esunaT.L.

4. XT' es T.L., para todo ) € K.

5. 85TV —-W yL:W — Z son dos transformaciones lineales, entonces LoT : V — Z, es una
T.L.

Observacion: Denotaremos por L(V, W) el conjunto de todas las transformaciones lineales de V' en
W donde V' y W son espacios de dimensién finita sobre un mismo cuerpo K. De 3. y 4. se tiene que
L(V,W) es un subespacio del espacio de todas las funciones de V' en W donde la funcién nula es el
vector nulo de £(V,W).

Definiciéon 7.1.2 (Kernel o niacleo) Sea T : V. — W una T.L. Se llama kernel o ntcleo de T, al
conjunto de todos los vectores de V' tales que su imagen es el vector nulo de W, se denota por Ker(T),

Ker(T) ={z €V : T(z) = 0,}.

Definiciéon 7.1.3 (Imagen) Se llama imagen de T al conjunto de las imdgenes de todos los vectores
de V', es decir, al recorrido de la funcion T. Se denota por Im(T),

Im(T) = Rec(T) ={y e W:3x € V,T(z) =y},

o también
Im(T)={T(z):xz € V}.

Proposition 7.1.1 Sea T : V — W una T.L., entonces,

1. Ker(T) es subespacio de V.

2. Im(T) es subespacio de W.
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Demostracion: Demostrar en clases.

Definicién 7.1.4 (Nulidad y rango) Sea T' : V. — W wuna T.L.. Se llama nulidad de T a la
dimension del Ker(T') y se denota por n(T). Se llama rango de T a la dimension de la Im(T) y se
denota por p(T).

Ejemplo 7.1.2 1. T : R? - R?
T(:I"a y) = _2(1:7?/)’
es una T.L. (verificarlo). Muestre que n(T) = 0.

2. T : PQ(]R) — R
T(p(x)) = p(1/3),
es una T.L. (la demostracion de esta afirmacion queda a cargo del lector). Encuentre Ker(T) e

Im(T).

Proposition 7.1.2 Si {v1,...,v,} es base del espacio V y T € L(V,W), entonces {T'(v1), ..., T(vy)}
genera la Im(T).

Demostracion: Demostrar en clases.

Proposition 7.1.3 Sea T' € L(V,W). T es inyectiva si y solo si Ker(T) = {0,}.

Observacion: Si T : V. — W es una T.L. inyectiva y {x1,...,2,} es L.I., entonces {T'(z1), ..., T(xp)}
es L.I..

Teorema 7.1.1 (Dimensiones) Si T € L(V,W) entonces, dim(Ker(T)) + dim(Im(T)) = dim (V).

Ejemplo 7.1.3 Se sabe que la transformacion lineal T : Po(R) — R
T(p(z)) = p(1/3),
es tal que dim(Ker(T)) =2 y dim(Im(T)) = dim(R) = 1. Luego,

dim(Ker(T)) + dim(Im(T)) = 3 = dim(P2(R)).

Teorema 7.1.2 (Fundamental del algebra lineal) Sea V' un espacio vectorial de dimension finita

sobre el cuerpo K y {v1,...,v,} una base de V. Sea W un espacio vectorial sobre el mismo cuerpo y
{wy, ..., w,}, vectores cualesquiera de W. Entonces eziste una inica transformacion lineal T de V' en
W tal que

T(vj)=w;, j=1,...,n.




7.1. Tranformaciones lineales 51

Ejemplo 7.1.4 Sea B = {(1,2),(0,—1)} una base de R? y considere wy = (—1,1,0), we = (0,-3,1) €
R3. Encuentre T : R? — R3, tal que T(1,2) = (—1,1,0) y T(0,—1) = (0,—3,1).

7.1.1 Matriz asociada a una transformacion lineal

Sea V un espacio vectorial de dimension n sobre el cuerpo K, y sea W un espacio vectorial de
dimension m sobre K. Sea B = {v1,...,v,} una base de V., y B’ = {w1,...,w,,} una base de W. Si T

es cualquier transformacion lineal de V' en W, entonces
m
T(Uj) = Zaijwi (7.1.1)
i=1

de los w;. Los escalares aij, ..., am; son las coordenadas de T'(v;) en la base B'. Por consiguiente, la
transformacion T esta determinada por los mn escalares a;; mediante la expresion (7.1.1).

Definicioén 7.1.5 La matriz m xn, A, definida por [Al;; = a;j, se llama matriz asociada de T' respecto

a las bases B y B'; y se denota
[T]BB’ = A.

Ejemplo 7.1.5 1. Sea T : R?® — R* definida
T(z,y,2) = 2x 4+ y,3y,z + 4z, 2).

Sean B = {e1,es,e3} la base candnica de R® y B’ = {e1,e2,e3,e4} la base candnica de R*.
Encuentre la matriz asociada a T con respecto a las bases B, B’.

2. Sea T : R® — R? la transformacion lineal definida por T(z,y,2) = (2z — y,y + 2). Encuentre la
matriz asociada a T con respecto a las bases B, Bs.

Proposition 7.1.4 Sean V y W dos K-espacios vectoriales By = {vi1,...,vn}, Ba = {w1,...,wn}
bases de V. y W respectivamente y A una matriz de orden m x n con elementos en K. Entonces existe

una unica transformacion lineal T de V' en W tal que [T)p, B, = A.

Ejemplo 7.1.6 La transformacion lineal de R? en R3 cuya matriz asociada respecto de las bases

canonicas es

2 -1
0 —2
3 1/2

es?

Proposition 7.1.5 Sea V' y W un espacios vectoriales de dimension n y m respectivamente y sea
T :V — W una transformacion lineal. Sea B = {v1,...,v,} una base de V, y B' = {w1,...,w,} una
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base de W. Entonces
[T]BB’ [Q}]B = [T(’U)]Bl, VoeV. (7.1.2)

Ejemplo 7.1.7 Sea T : By(R) — R3,

T(Z Z) (a —b,c+ 2d,b),

Encuentre la matriz asociada a T respecto a las bases

{0 ) (40 ()

By ={(-2,2,2),(1,0,0),(1,1,0)}.

Six = < 50 ), encuentre [T(z)]p,.

Teorema 7.1.3 Sean V, W y Z espacios vectoriales de dimension finita sobre el cuerpo K; sean
T:V W yU: W — Z transformaciones lineales. Si B, B' y B"” son bases de los espacios V., W vy

Z, respectivamente, entonces
[UT]ps" = [Ulps 185 (7.1.3)

Demostracion: Sean

B:{vl,...,vn}, B':{wl,...,wm}, B”:{zl,...,zl}

y
m l
T(Uj)zzaijwi, 1<7<n; U(w;) :Zbkizk, 1<i<m.
i=1 k=1
Es decir
[T]BB’ = [aij] y [U]B/BN = [bz]]
Entonces

[
HMS
S
Z
S
G
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Luego el coeficiente kj de la matriz [UT|pp es Y. briaij que es igual a la fila k de [U]ppr por la
columna j de [T]ppr, en simbolos, si A = [T|gp/, B = [Ulggr y C = [UT|pg", entonces

[Clij =D briai; = Fi(B)Cj(A) = [BAl),;.
=1

Proposition 7.1.6 Sean V y W dos K-espacios vectoriales, B y B’, bases de V' y W respectivamente.
SiT:V—=>WyS:V =W son transformaciones lineales, entonces

1. [T+S]BB’ = [T]BB’ =+ [S]BB"
2. [)\T]BB’ = )\[T]BB/,V)\ e K.

Proposition 7.1.7 Sea V' espacio vectorial de dimension finita, B = {v1,...,v,} base ordenada de V
y T, U :V — V operadores lineales. Entonces

1. [UT]s = [U]s[T]s.

2. Si T es inversible, entonces [T)p es una matriz inversible y

[T 5 =[T]5"

Demostracion:

1. Es inmediato del teorema anterior tomado B’ = B” = B.

2. Denotemos I al operador identidad de V, entonces I se puede escribir I = TT~!, luego
L=l =[TT s = [T)s[T s
y analogamente, I = T71T, luego
I, =g =[T"'T)g = [T ']5[T]5
Por lo tanto [T]5" = [T}]5.

Ejemplo 7.1.8 Sean T : R? — R?, T(x,y) = (2x + 3y,4y —z) y L : R? — R% L(z,y) = (3x —
4y, x4+ 5y). Y considere las bases By = (1,0),(0,1) = Bs y B3 = (1,3),(2,5). Muestre que [LT|p, B, =
[L]B,Bs[T]B, B, -

Matriz de transicién, matriz de cambio de base o de paso
Definicion 7.1.6 Sea V un K-espacio vectorial de dimensionn, By = {v1,...,v,} y Ba = {v],..., v},

bases de V. Sea I : V' — V la transformacion idéntica. [I|p,p, = P se llama de cambio de base o
de paso de la base By a By. Y [I]p,p, es la matriz de transicion de By a Bj.

Ejemplo 7.1.9 1. Sean B; = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} y By = {(-1,0,1),(0,2,1),(0,0,—1)} bases
de R3. Hallar las matrices de cambio de base P y Q.
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7.1.2 Listado 7

1. ;Cuéles de las siguientes funciones son transformaciones lineales? (En practica c) y d))

a) f:R2 =R, f(z,y) =3
b) f:R? -5 R, f(xy):x—l—y
c) f:R3 = R2 f(x,y,2) = (cos(z + y),sin(z))

d) f: Ma(R) = P2(R ( )-aa: +(b+c)x+d
e) f:R—R? f , 3

2. Determine una base para el Ker(T') e Im(T) donde T es la transformacion lineal siguiente:

a) T:R? = Mos(R), T(w,y,2) = o )~
2¢ 2y =z
b) T:R" - R, T'(z1,22,...,T,) = T2

c) T:R" =R, T(x1,22,...,2,) = Z?:l i

d) T:Py(z) = R T(az? +br +c)=(a—c,b+c) (En practica)
4 3 2

3. Sea A= |2 2 0| lamatriz asociada a la transformacion lineal T : R? — R3 respecto de las
4 2 1

bases By = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} y B2 = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

a) Encuentre la ecuacion de definicion de T'.

b) Encuentre el rango de T'y una base para Ker(T).

4. Sea T : R? — R3 una transformacion lineal tal que: T'(1,0,0) = (2,1, 1), T(0,1,0) = (0,0,0),
7(0,0,1) = (2,—-1,1). (En practica)

a) Encuentre la ecuacion de definicion de T'.
b) Encuentre una base para Ker(T') e Im(T).
¢) Indique la nulidad y el rango de T

5. Considere la transformacion lineal T : R® — R?, T'(z,y,2) = 3z + y,x + 2)

a) Encuentre una base para Ker(T') y para Im(T).

b) Determine la nulidad y el rango de 7.

6. Defina la transformacion lineal cuya matriz asociada respecto de las bases

By ={(1,2),(-1,1)} y Bo ={(1,-1,0),(—2,0,1),(=1,0,0) } es (En practica)
-3/2 0
[T]Ble = 6 3

—27/2 -3
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-3 0
7.Sa A= | 6 3 | la matriz asociada a la transformacién lineal 7' : R> — R3 respecto de las
7 -3

bases By = {(1,0),(—1,1)} y By = {(1,0,1),(1,—1,0), (0,1, —1)}.

a) Encuentre la ecuacion de definicion de T'.

b) Encuentre las coordenadas de T'(5, —1) en la base By usando la matriz asociada.

8. Sean By = {1,t,t?} y By = {t — 1,t + 1,2 + 1} bases del espacio vectorial Pa(R). (En
practica)

a) Encuentre las matrices asociadas a la aplicacion I (identidad) respecto de las bases By, Bo
([I]Ble) y B2, Bi ([I]BZBl)'

b) De las matrices obtenidas en a) use la que corresponda para encontrar las coordenadas del
vector v = 2t%2 + 5t — 9 en la base Bs.

9. Considere la siguiente transformacién lineal D : P3(R) — P3(R), D(p) = L (p(x)) y encuentre

la matriz asociada respecto de la base canonica.

1
10. Sea T' : P2(R) — R, T'(p(z)) = / p(z)dz. Encontrar la matriz asociada a T respecto de las

0
bases By = {1,z — 1l,z(x — 1)} y Bs = {1}. (En Practica)

11. Sea T : R* — R* la aplicacion lineal cuya matriz asociada respecto de las bases canoénicas

3 01 =2
A 2 4 -1
10 8 8 —6
8§ 4 5 =5

a) Pruebe que la nulidad de T es 2.

b) Sean vy = (4,7,—12,0), va = (0,-5,8,4), v3 = (2,1, —2,2). Pruebe que {vi,v2,v3} es L.D.y
que vy, ve,v3 € Ker(T).

c) Sean vy,vy como en b), vy = (2,1,-2,1) y vs = (1,1,1,1). Acepte que {v1,v2,v4,v5} €s una
base para R* y usando esta informacion encuentre una base para Im(T).

d) Defina una transformacion lineal 7' : R* — R* de modo que Ker(T) = ({v4,v5}) vy Im(T) =

({1, v2}).

12. Determine una aplicacion lineal de T : R? — R? tal que: (En Practica)

dim(Ker(T)) =2 y Im(T) = ({{(2,—1,0),(~1,2,2)}).




CAPITULO 8

Valores y vectores propios

8.1 Valores y vectores propios

Definicion 8.1.1 Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo K y sea T un operador lineal sobre V.
Un valor propio o autovalor de T es un escalar A de K tal que

T(v) = Av,

para algin v € V, v #60. Si A es un autovalor de T, entonces

1. cualquier @ # v € V tal que T(v) = Av se llama vector propio o autovector de T asociado
al valor propio A.

Los valores propios se llaman también a menudo raices caracteristicas, eigenvalores. valores carac-
teristicos o valores espectrales. Nosotros usaremos, preferentemente, “vector propio”.

Teorema 8.1.1 Sean V un K-espacio vectorial, T : V. — V un operador lineal y A € K un valor propio
de T. Entonces los vectores propios asociados a A son los vectores no nulos de Ker(T — ).

Demostracion: (Hacer en clases.)

Ejemplo 8.1.1 1. Sea T : R? — R?, T(x,y) = (4x + 2y, 3z + 3y). Encuentre los valores propios y
vectores propios de T .

Observacion: Notemos que el conjunto de todos los vectores propios de un operador lineal T : V — V
asociados al valor propio A, unido con el vector nulo es un subespacio de V.

Definicion 8.1.2 El conjunto definido en la observacion anterior se llama espacio propio asociado
al valor propio A y viene dado por

Sy={veV:T(v)= v}

o6
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Ejemplo 8.1.2 Considere el operador lineal del ejemplo anterior cuyos valores propios son A1 = 1 y
Ao = 6. Calcule S1 y Sg.

Teorema 8.1.2 Sea V un K-espacio vectorial y sea T : V. — V una transformacion lineal. St B es

una base para V', entonces, X € K es un valor propio de T si y sdlo si

[T = M]g| = 0.

Observaciones:

1. Observemos que |[T" — A]g| es un polinomio en A de grado n = dim(V), llamado polinomio
caracteristico de T.
Por tanto, A\ es un valor propio de T si y s6lo si A es raiz de su polinomio caracteristico. Asi, toda T'.L.
definida sobre un C"-espacio vectorial tiene n valores propios, donde n es la dimensién del espacio,
la multiplicidad de la raiz A; del polinomio caracteristico se llama multiplicidad algebraica de
Ai

2. La dimensioén del espacio propio correspondiente al valor propio A se llama multiplicidad geométrica
de A.

3. Si A es valor propio de T', entonces multiplicidad geométrica de A es < multiplicidad algebraica de

A

Ejemplo 8.1.3 1. Para la transformacion lineal T : R? — R?, T(x,y) = (4x + 2y, 3w+ 3y). Considere
la base B = {(1,1),(1,2)} de R%. Encuentre los valores propios de T.

2. Considere el espacio vectorial C? sobre el cuerpo C y sea T : C? — C? la transformacion lineal cuya
matriz asociada respecto de la base candnica es:

=(13)

Teorema 8.1.3 Sea V espacio vectorial y sea T : V. — V una transformacion lineal. Sean vy, ..., vn,

Encuentre los valores propios de T'.

vectores propios de T', con valores propios A1, . . . , Am respectivamente. Suponga que estos valores propios
son distintos entre si, esto es, \; # \j st 1 # j. Entonces vy, ..., vy, son linealmente independientes.

Proof. Hagamos la demostraciéon por induccién sobre m.

Caso base. Si m = 1, no hay nada que demostrar puesto que un vector no nulo el LI.

Paso inductivo. Supongamos que el enunciado es verdadero para el caso m — 1 con m > 1, (hipotesis
inductiva o HI), y probemos entonces que esto implica que es cierto para m. Debemos ver que si

C1U1 + Covg + - U = 0 (%)
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entonces ¢; = - - ¢, = 0. Multipliquemos (x) por A1, obtenemos:
C1A1V] + caAvg + - AU = 0. (xx)
También apliquemos T' a (*) y obtenemos
C1A1V1 + caXoUg + - Cn A Um = 0. (5 % %)
Ahora a (xx) le restamos (* * x) y obtenemos:
c2(A1 — A2)va + - (A — Am)um, = 0. (8.1.1)

Como, por hipotesis inductiva, vs,..., v, son LI, tenemos que ¢;(A\; — \;) = 0 para i > 2. Como
A1 — A; # 0 para ¢ > 2, obtenemos que ¢; = 0 para i > 2. Por (x) eso implica que ¢; = 0 y por lo tanto
¢; = 0 para todo 1.

Corolario 8.1.1 Sea V espacio vectorial de dimension n y sea T : V. — V una transformacion lineal
que tiene n vectores propios vi, ..., U, cuyos valores propios Ay, ..., A, son distintos entre si. Entonces
{v1,...,vn} es una base de V.

Ejemplo 8.1.4 1. Considere la transformacion lineal T : R3 — R3 definida por T(x,y,z) = (10z —
10y + 62,8 — 8y + 6z, —bx + 5y — 3z). Considere la base canonica de R3. Encuentre los valores
propios y los respectivos espacios propios asoctados.

Definicion 8.1.3 Sea V' espacio vectorial de dimension finita y sea T :' V — V lineal. Diremos que T
es diagonalizable si existe una base de V' de vectores propios de T

En el caso que T sea una transformacion lineal diagonalizable y B = {v1,...,v,} sea una base de
vectores propios con valores propios Aq, ..., \,, entonces
T(’Ui) = )\Z"Ui, 1 < 7 < n,

y, por lo tanto, la matriz de T" en la base B es diagonal, més precisamente

M O o 0
0 X --- 0
Ts=|. _ .
0 0 ... A\

Teorema 8.1.4 Sea T : V — V una T.L. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es diagonalizable.
2. La dimensidn de cada Sy es igual al grado de multiplicidad de X.

3. > dim(Sy) = dim (V).
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Ejemplo 8.1.5 Resuelto: Sea T una transformacion lineal sobre R? representada en la base candnica
por la matriz

5 —6 —6
A=|-1 4 2
3 -6 —4
El polinomio caracteristico de A es
5—x —6 —6
palzr) =det | -1 4—=z 2 = 23 4522 —8x+4=—(z—2)%x—1).
3 -6 —-4-z

¢ Cudles son las dimensiones de los espacios de los vectores propios asociados con los dos valores
propios? Se deben resolver las ecuaciones asociadas a las matrices

3 —6 —6
A-2I=|-1 2 2
3 —6 —6
Yy _
4 -6 —6
A-T=1|-1 3 2
3 -6 -5

Las soluciones de estos sistemas son los espacios propios de los valores propios 2 y 1 respectivamente.
En el primer caso,

3 -6 —6 0 0 0
1 2 2 ?i—zf -1 2 2
3 -6 -6/ > "°l0 00

Luego, la solucion del sistema asociado a A — 21 es
Vo={(2y +22,9,2) 1 y,2 € R} =< (2,1,0),(2,0,1) >
cuya dimension es 2.

Por otro lado,

4 -6 —6 0 6 2 0 0 0
1 3 o | MRy o3 ol 2By o
F3+3F> Fr—F3
3 -6 —5 31 0 3 1

Luego, la solucion del sistema asociado a A — I es
1 1
Vi={(z-322):zeRp =< (L -3.1)>.

Entonces, una base de vectores propios de T podria ser
1
B=1{(2,1,0),(2,0,1), (1, —3 1)}

y en esa base la matriz de la transformacion lineal es

[T]5 =

O O N
o N O
= o O
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Teorema 8.1.5 51T : V — V es una transformacion lineal diagonalizable y B es una base de V,
entonces existe una matriz invertible P, tal que P~Y[T|gP es una matriz diagonal.

Ejemplo 8.1.6 1. Hallar los valores propios, vectores propios y espacios propios de las siguientes
matrices A;, i = 1,...,4 y decidir si son diagonalizables. Cuando si lo sean, dar una P; tal que
D; = Pi_lAiPi. Considerarlas primero como matrices reales y luego como complejas.

01 9 3 -9 4 4 6 -3 -2
A= 10 Ay = 1 1] Az3=|-8 3 4 Ay=14 -1 =2
—-16 8 7 10 -5 -3

Ejemplo 8.1.7 1. Sea T : P2(R) — P2(R) el operador definido por p — T'(p) donde
T(p(z)) = (a — b+ 4c) + (3a + 2b — ¢)x + (2a + b — ¢)2?,
con p(z) = a + bx + cz?.

a) Muestre que T es una transformacion lineal.
b) Usando la base candnica de Po(R), encuentre la matriz A asociada a T.
c¢) Encuentre una base de R3 formada por vectores propios de la matriz A.

d) Encuentre una base para P2(R) formada por vectores propios de T

8.1.1 Listado 8

1. Sea T : R? — R3, la transformacion lineal tal que T'(z,y, z) = (—x + 4y — 22,3y — 22,4y — 32).

a) Encuentre, si es posible, una base B de R? tal que [T]p sea diagonal. (En Practica 1.)

b) Si T es diagonalizable, escriba la matriz diagonal.

-2 1 1
2.8 a A= 2 0 0 | lamatriz asociada a la transformacion lineal T : R3 — R3 respecto de
4 -1 -1
la base canénica. Encuentre si existe, una base B de R3 tal que [T]p sea diagonal.

1

3. (Es la matriz A = < 4

1
1) diagonalizable?.

4. Considere la transformacion lineal T : R? — R3, T'(z, vy, 2) = (v—3y+3z, 3v—5y+3z, 62— 6y-+42).

a) Decida si T' es o no diagonalizable. (En Practica 4.)

b) Si lo es, escriba la base B’ respecto de la cual la matriz asociada a T es diagonal y escriba
[T]B’7

¢) Construya la matriz de paso de la base canonica B a la base B’ y encuentre [(1,1,1)]p5.
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5. Sean Ay = —1, Ay = —1, A3 = —2 los valores propios de una transformaciéon lineal Ty v1 =
(1,0,1), v2 = (0,0,1), v3 = (—1,1,0), vectores propios asociados a A1, A2, A3, respectivamente.

a) Encuentre la transformacion lineal T'.
b) Resuelva la ecuacion T'(z,y, z) = (5, by, 5z).

c¢) Resuelva la ecuacion T'(z,y, 2) = (x,y, 2).

6. Sea T : R? — R3 una transformacion lineal cuya matriz asociada respecto de la base canénica es

2 1 0
A=10 —4 1 (En Practica 6.)
0 1 2

a) Determine los valores propios de 7.
b) Determine los espacios propios asociados.

c¢) Encontrar, si es posible, una base para R? tal que la matriz asociada a T respecto de ella sea
diagonal.

d) Resolver en R3 la ecuacion T'(u) = 2u.

7. Dada la matriz A, determine valores y vectores propios, espacios propios asociados y decida si A
es diagonalizable. En caso afirmativo, escriba la matriz P que diagonaliza a A.

4 0 -5 =5 -9
a)A—(O 4> c)A=|[8 9 18
-2 =3 -7
-1 -3 -9

b) A= 4 1 d) A= 0 5 18 | (En Practica 7d.)
0 4 0 -2 =7

8. SiT:R3— R3 es una T.L. definida por T(z,vy,2) = (3z + 2y + 4z, 2x + 2z, 4z — 2y + 32)

a) Determine los valores propios de 7.
b) Encuentre una base y la dimension de los espacios propios asociados.

c¢) Decida si T es diagonalizable. En caso afirmativo, escriba la base B’ de R3, formada por los
vectores propios y encuentre la matriz asociada a T respecto de B'.

d) Halle una base de R? de modo que la matriz asociada a la aplicacion lineal T': R® — R3, defi-
nida en la base canénica por 7'(1,0,0) = (-3,-6,2/3), T(0,1,0) = (2,5,—2/3), 7(0,0,1) =
(6,9,0) sea una matriz diagonal respecto de dicha base.

9. Sea a un numero real y considere la matriz (En Practica 9.)
a 1 1

A, =11 a 1

1 1 a

a) Determine los valores propios de A,.
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b) Determine los subespacios propios asociados a cada valor propio.

¢) Muestre que A es diagonalizable verificando a que existe una matriz P invertible tal que
P~1A,P es diagonal.



