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Prefacio da Primeira Edicdo

O objetivo deste livro é servir de texto para uma primeira disciplina
de graduagao em Equagdes Diferenciais Parciais (EDPs). O aluno deve
ter completado a sequéncia de Célculo Diferencial e Integral, incluindo
fungoes de varias varidveis e noces de Equacoes Diferenciais Ordindrias
(EDDE}- Suponho, também, o conhecimento de, pelo menos, o enunci-
ado do teorema de existéncia e unicidade para EDOs (veja, por exemplo,
o teorema de Picard no primeiro capitulo de (SOTOMAYOR, 1979)).

A escolha de tdpicos é padrio, com excecio da terceira secio do
Capitulo 3, que ndo ¢ necessdria para os capitulos subsequentes. Uma
disciplina de um semestre deve cobrir os dez primeiros capitulos; os
dois dltimes foram incluidos para tornar o texto mais completo. O
livro contém, também, a solu¢io de mais de metade dos 180 problemas
propostos.

Para manter o nimero de pédginas compativel com o espirito da
Colegio Matemitica Universitdria, omiti alguns tépicos que pretendia
incluir originalmente. Um destes é o fendmeno de Gibbs para séries de
Fourier: fendmenos andlogos aparecem em outros tipos de aproximacio
(FOSTER & RICHARDS, 1991) e o leitor interessado podera consultar,
sem dificuldade, apds o Capitulo 7, o artigo (bem curto!) de David She-
lupsky (1980); veja, também, a Segao 3.13 de (FULKS, 1961). Outra
tépico que sequer ¢ mencionado (a ndo ser aqui) é Fungoes de Green:
para ter uma ideia do que sao e para que servem, sugiro a leitura, de-
pois do Capitulo 11, das Segbes 4 e 5 (até a Equacao (5.4)) do Capitulo
VII de (IORIO & IORIO, 1988); um tratamento completo (e avangadol)
pode ser encontrado em (STAKGOLD, 1979).

Um estudo mais profundo da transformada de Fourier e de fungtes de
Green necessita de numa ferramenta adicional, a teoria das distribuigges,
que, normalmente, nao é discutida a nivel de graduacéo. E possivel, no
entanto, introduzir as ideias bésicas em um nivel compativel com este
livro, Nao o fiz por questdes de espago, mas o leitor curioso poderd
consultar o livro de Lighthill (1958), onde as distribuigoes temperadas
(“funcdes generalizadas”) sio discutidas de forma bem simples, ou as
quatro primeiras segoes do Capitulo IV de (IORIO & IQRIO, 1988),
onde as distribuigbes periddicas e suas séries de Fourier sdo0 introduzidas

em uma linguagem accessivel.
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Aproveito a oportunidade para agradecer aos Professores Elon Lages
Lima e Jonas de Miranda Gomes pelo apoio recebido e & Sra, Maria
Celano Maia pelo excelente trabalho de processamento do manuserit,
pelo sistema TEX.

Rio de Janeiro, maio de 1997
Valéria lorig

Prefacio da Segunda Edicao

Nesta segunda impressio foram corrigidos alpuns erros, mas o texto nio
foi modificado pois, por se tratar de assunto cldssico, continua adequadg,
No entanto, o professor que tiver condiches de utilizar computadores
em suas aulas poderia complementa-lo através de exercicios usando um
programa como o Maple ou o Mathematica. Seria interessante utilizay
o computador para visualizar algumas das solucdes, especialmente as
ondas de chogue e as solugdes de equagdes de onda.
Rio de Janeiro, junho de 2000,
Valéria Iorio

Prefacio da Terceira Edicao

Ja faz algum tempo que venho pensando em colocar alguma andlise
numérica no livro. Convidei, entdo, Frederico Lufs Cabral, men colega
na Fundacio Educacional Serra dos f]rgﬁns, em Teresépolis, para es-
crever um apéndice. Frederieo & profess i :

Nacional de Computacio Cientifica,
" ;mew:ltu & oportunidade para agradecer a Maria Liicia Meneges. da
s » Que Ee lncem;n'c:u. 4 colocar este materig] no livro, ley o apé:m;lii:e
. EeTu algumas modificagpes. Agradego também a Michel Moli
uno de doutorado do IMPA por s & i i
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Entretanto, devido ao tempo curto (o livro j4 estava quase esgotado), foi
feita a opgao de se coloear todo o material em um apéndice. Talvez isto
possa ser modificado em uma futura edigio. Sugestdes e comentdrios
serio bem vindos e podem ser encaminhados ao setor de publicagies do
IMPA.

De resto, acho que Frederico é a pessoa mais adequada para comple-
mentar este preficio, falando mais detalhadamente sobre o apéndice.

Teresdpolis, julho de 2010,
Valéria lorio

0 objetivo do apéndice sobre métodos numéricos é introduzir as princi-
pais estratégias de diferengas finitas aplicadas & resolugio numérica de
problemas envolvendo EDPs. A importéncia dos métodos numéricos se
justifica pelo fato de que nem todos os problemas com EDPs podem ser
facilmente resolvidos pelas técnicas algébrico-analiticas tradicionais.

Foram abordados os principais protiotipos das equactes parabdlicas,
eliticas e hiperbdlicas: (1) a equacio do calor; (2) as equagoes de Laplace
e Poisson; (3) a equagio de onda. Para que o contetido se adequasse ao
espago reduzide, nio foram tratados os métodos das caracteristicas para
equagdes hiperbdlicas de primeira ordem e as semi-lineares de segunda
ordem. O leitor interessado pode consultar as referéncias citadas na
bibliografia do apéndice, especialmente DuCHATEAU & ZACHMANN
(1986).

Com a finalidade de enriquecer a exposicio dos métodos, o texto
contém programas na linguagem de programacio nativa do software Ma-
ple ™™ que podem ser obtidos por download no site
www.professorglobal.chpl.br.

Aproveito para agradecer & professora Valéria Iorio pela oportuni-
dade, aos professores José Helayel, Renato Doria e Mauricio Kishi-
nhevsky pelo conhecimento transmitido e & professora Giovana Maria
C. da Costa pela revisio gramatical e ortogréfica.

(Gostaria de dedicar este meu trabalho aquele que me ensinou o valor
do conhecimento, men pai, Marcos Penna Cabral.

Petropolis, julho de 2010.
Frederico Luis Cabral
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Capitulo 1

Definicoes Basicas

Neste capitulo introduziremos alguns conceitos basicos e daremos uma
série de exemplos de problemas envolvendo equagdes a derivadas parciais
que resolveremos ao longo do livro.

1 Introducdo

Vamos comecar introduzindo alguma notaco e terminologia. Denota-
remos o espaco euclidiano de dimensao n, onde n € um inteiro maior
ou igual a 1, por R™; como de hébito, R! serd denotado simplesmente
por E. O conjunto dos mimeros inteiros serd denotado por Z e o dos
niimeros complexos por C. Somos da opiniao de que zero nio é um
niimero natural, de modo que consideraremos o conjunto dos nimeros
naturais como sendo M = {n € Z: n > 1}. Usaremos também a notagao
Zt={neZ:n=>0}L

Dados dois pontos (ou vetores) & = (Z1,...,%n) € ¥ = (Y1, ¥n)
em B", a distdncia entre z e y €

2 1/2
e -yl = |D_(zi - y:'}z] :
i=1

O conjunto de todos os pontos a uma distancia menor do que r > () de
um ponto fixo zg € R™ é chamado de bola aberta centrada em xg de raio

r e denotado por B(zp;T), ou seja,

B(zg;ir)={z€R": |z —zo| <r}.
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de R™ & aberto se, dado qualquer o € €, existe uma

Um subeconjunto {2
contida em {2. Um subconjuntq

bola aberta centrada em xy infeiramente
F de R" & fechado se seu complementar

B" —F={zcR*:z¢F}

& aherto. Dado A C R", o fecho de A, denotado por A4, é 0 menor

conjunto fechado que o contém; o interior de A, denotado por A, é

o maior conjunto aberto contido em A e o bordo ou fronteira de A,

denotado por A4, &
' gA={zeA: ¢ A}

Supomos que o leitor estd familiarizado com a8 propriedades ele-
mentares de funcdes u: @ —+ R, onde {2 C R™, em particular, com os
conceitos de continuidade, diferenciabilidade e derivadas parciais. Se
u = u(z,y, 2,t,...) é uma fungio de virias varidveis, usaremos virias
notagies diferentes para as derivadas parciais de u. Por exemplo, a de-
rivada parcial de u em relagio a varigvel , que é a primeira varidvel,
poderd ser denotada por

Ou
dr
De maneira andloga, as derivadas de segunda ordem poderio ser deno-

tadas por

g, Opie o Dhu.

*u

5g2 " e &u ou Diu

no caso de derivacao em relagio & mesma varidvel z e, no caso de
varidveis diferentes, derivando primeiro em relagao a x e depois a y,

E_T% y Uzy, OyOru ou Dolhu.

Uma equagio a derivadas parciais ou equagdo diferencial parcial
(EDP) é uma equagao envolvendo duas ou mais varidveis independen-
tes x,y, 2,1, .. e derivadas parciais de uma fungfio (varigvel dependente)
w = u(x,v,,2t,...). De maneira mais precisa, uma EDP em n varidveis
independentes xy,..., T, é uma equacéo da forma

F(:a:l,., Bu du 54 ai‘u) —0 (1)

R TR v EEEE bt S TR
8z’ Oz 827" OzyBz," " Ok

Scanned by CamScanner



Secdo 1
° Introducdo 3

ﬂﬂdﬂmz =(®1,...,22) €0, Déum subconjunto aberto de B®, F & uma
fungao dada e u = u(z) é a funcao que queremos determinar, I claro
que, com uma definicio tio geral, existem EDPs absurdas, como por
exemplo exp(uz + u,) = 0.

A classificagiio de EDPs segundo ordem e linearidade é semelhante
a classificagio das equagdes diferenciais ordinarias (EDOs). A ordem de
uma EDP € dada pela derivada parcial de maior ordem (ue OCOrTe na
equagao; por exemplo, a ordem da equacio (1.1) ¢ k se F, como funcdo
de alguma das derivadas de ordem k, é nio constante. Uma EDP é dita
linear se e de primeiro grau em u e em todas as suas derivadas parciais
que OCOTTem n& equacdo; caso contririo a EDP é dita ndo linear. A
forma mais geral de uma EDP linear de primeira ordem é

Eﬂj{m}ﬂju—l—h{r}u-!—ﬂ{:r} ==i{l (1.2)
j=1

onde algum dos coeficientes a; nio é identicamente nulo. Para equagdes
de segunda ordem, a forma mais geral de uma EDP linear ¢

i uij[:rjﬂ.iﬂju—!—iEijl:a::lﬂju+cl[m]lu+d{ar] = [, (1.3)
i,7=1 =1

onde algum dos coeficientes a;; ndo & identicamente nulo. No caso de
duas varigveis independentes, as equagoes (1.2) e (1.3) podem ser rees-
critas, respectivamente, como

Az, y)uz + Bz, y)uy + Cla,ylu+ Diz,y) =0 (1.4)

Az, y)ttzr + 2B(z, y)uzy + Cl@, ¥ty + D{z, y)uz + e
+ E(z,y)uy + Flz,y)u+t G(z,7) = 0.

O leitor atento devera ter observado que a equagdo (1.5) nao conterm

| io (1.3) contenha tal termo; a razao
m embora a Equagao ( : :
EE :m;;}int;we;taremns interessados nas chamadas solugdes cldssicas

da equagio (1.5), ou seja, solugdes u que sio duas vezes continuamente
diferencidveis na regiéio de interesse () e, para tais fungoes, tizy = Uyz-
Di que uma EDP linear & homogénea se o termo gue nao
CINO0S . _
t'm a variavel dependente & identicamente nulo. Por exemplo, a
contém
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4 Defini¢des Basicas Cap. 1

equacao (1.4) é homogénea se e somente se a fungio D(z, y) ¢ identicy_
mente nula e (1.5) é homogénea se e somente se G(z,y) = 0. Obsery,
que a fungao identicamente nula é sempre solugio de qualquer Epp

linear homogénea.
A parte da equagiio que contém as derivadas de maior ordem de.

termina, em muitos casos, propriedades das solugbes; essa é a chamada
parte principal da EDP. Por exemplo, as partes principais das equagies
(1.4) e (1.5) sdo, respectivamente,

A(z, y)uz + Bz, y)uy (1.6)

Alz, y)uz: + EB[m,y}u:y + C(z, Fj'ﬂw* (1 .T)

‘Dentre as equagées ndo lineares, as que tém parte principal linear
sao chamadas semilineares. Por exemplo, uma EDP de primeira ordem
semilinear com trés varidveis independentes z, y, z é da forma

du h
A(z, y, E}E + B(z,y, 3]5‘ + Clz, v, z}% =F(z,4,z,u). (1.8

A forma mais geral de uma EDP semilinear de segunda ordem é

> aij(z)D;Dju = f(z,u, Dyu, .. .» D). (1.9)
ig=1
Exemplo 1.1. A equacio
TUy — yiy, = sen(zy) (1.10)

& uma EDP linear nio homogénea de primeira ordem,

Exemplo 1.2. A BqUAGAO

é semilinear de terceira ordem. Fgsa A0 6
- de 4 equacao é conheci
(uma abreviacio de Korteweg e deVries), PR R
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Segdo 1 Introducio 5

Exemplo 1.3. Uma equacio mais simples é a equagio de Burger com
viscosidade
Au + udyu = vdu, (1.12)

onde v € constante, que é também semilinear, mas de segunda ordem.

Exemplo 1.4. Outro exemplo de EDP semilinear de segunda ordem é a
equagdo de Sine-Gordon,

Upp — Ugy + 860 u =0, {113]

Exemplo 1.5. A equagde de Poisson,

u &
lﬁ'—; 1 %E eoF h[E.. y}: {1'14]

¢ uma equagio linear de segunda ordem nao homogénea se a fungao h nao
for identicamente nula. No caso em que h = 0, a equagao é homogénea e
chamada de equagdo de Laplace. A equacao de Poisson estd associada a
fendmenos fisicos estacionirios, ou seja, independentes do tempo, como,
por exemplo, potenciais eletrostaticos gerados por distribuigtes fixas de
carga (veja PURCELL (1965)).

Exemplo 1.6. Outra equagao importante é a equagdo de calor

du 2
o =ates, (1.15)

onde u = u(z,t), z € R, ¢>0ea’éuma constante. Em dimensdes
maiores, a equacio de calor fica

% = atAu, (1.16)
onde u = u(z,t), z = (z1,...,2.) ER", t>0e A é o laplaciano em

R" (nas varidveis espaciais T1,...,%n). A equagio (1.16) ¢ de segunda
ordem, linear e homogénea.
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6 Definigies Basicas Cap. |

Exemplo 1.7. A equagdo de onda

28 = 53 (L1y)

é também linear, homogénea e de segunda ordem. A varidve] ¢ - 0
representa o tempo, = € R é a varidvel espacial e ¢ > 0 € uma constany,,
(velocidade de propagagao da onda). A equagdo de onda em dimensg,,
maiores fica

g = c*Au, (1.18)

onde
u=u(z,t),z€R", t >0

e A é o laplaciano em R™. A equacdo de onda, como o préprio nome diz,
estd associada a fendmenos ondulatérios; o leitor interessado na fisjcy
de tais problemas pode consultar, por exemplo, MAIN (1984), onde ¢
feito um tratamento elementar de vérios problemas fisicos associadas 3
equagdo (1.17).

As equagoes de Poisson, do calor e da onda, além do interesse do
ponto de vista fisico, sfo protdtipos dos tipos eliptico, parabélico e hi-
perbblico, respectivamente (que descreveremos no Capitulo 4) e o co-
nhecimento de suas propriedades permite estudar equagtes bem mais
gerais do mesmo tipo. A maior parte deste livro trata de problemas
relacionados a essas equagoes em duas varidveis independentes.

2 Linearidade e Superposicio

As consideragies que faremos a seguir sio vélidas para EDPs lineares de
qu‘a,lquer ordem, mas, para fixar as ideias, vamos considerar uma EDP de
primeira ou segunda ordem com n varidveis independentes x1,...,2n.
Usa:ramua a notagdo vetorial = (21,...,2,). Estamos considerando
entao uma equagio do tipo

] ]
Z ayj(x)D; Dju + ij{::}.’}ju + c{z)u + d(z) = 0. (2.1)

=1 =1

kﬂenn;aremns por k a ordem da equagiio, k = 1 oy k — 2. Note que, s¢

= 1, enléio a;; = 0 quaisquer que sejam i, € {1 iste J

. veve, 1} € existe J,
IEJEn,talquebj;l}. 7 :
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Secao 2 Linearidade e Superposicdo 7

Podemos reescrever a equacao (2.1) na forma
Lu=f, (2.2)
onde f(x) = —d(z) e

Lu)(zx) = z ai;(z) Dy Dyu(z) + Eb (z)Djulz) + e(z)u(z). (2.3)
ij=1
A cada funcéo u (suficientemente dlferenmé.vei]l corresponde uma tnica
funcio Lu; dessa maneira definimos um operador ou transformagdo L.
De forma mais precisa, seja {2 um subconjunto aberto de R e suponha
que as fungdes ay;, b; e ¢, 1 < 4,5 < n, sio continuas em {1 e tomam
valores reais; podemos entdo definir

3 ik
L:C mi : Eﬂ} (2.4

onde Lu é dado pela férmula (2.3) e C*(0) (respectivamente, C(12)) é
o conjunto das funcoes u: {} = R k vezes continuamente diferenciaveis
(respectivamente, continuas).

" Observagao. Neste texto estaremos basicamente interessados em so-
lugbes reais para as EDPs, embora a teoria para fungoes complexas
seja inteiramente andloga. Apesar disso, em muitas situacies usare-
mos fungdes complexas auxiliares, notadamente no estudo das séries e
integrais de Fourier. Aproveitamos a oportunidade para lembrar que, se
OCR"e f: 1 = C, entao existem fungbes reais unicamente determi-
nadas u, v: {1 =+ R tais que

flz) =ulz)+iv(x), Yze

u=Re f éaparte real de f e u=1Im f € a parte imagindria de §. A
fungéo f é continua (respectivamente diferencidvel) em z se e somente
se u e v sao continuas (respectivamente diferencidveis) em z. Além
disso, a fungio f pode ser integrada em relagio a uma das varidveis
(por exemplo, z1) no intervalo [a,b] se e somente se u e v podem; nesse

ke b
/ _ft:z1,mg1...,.’l:n]r:i$1=f u{::r:'l,mg,...,:::ﬂ]dzr,
(a3 (4

b
+£f vz, 29, ..., 2 ) dxy
a
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Denotaremos por Ci(f?) (respectivamente, ﬂﬂ{ﬂ?} " c':'_“juﬁm das fy,,.
goes f: (0 — C que sao k vezes continuamente diferencidveis (respecy;
vamente, continuas).

A terminologia operador (ou transformacéo) é usada para enfatizg,
que a fungio L estd definida entre espagos de fungoes, ou seja, L Jay,
uma fungiio u (com determinadas propriedades) em outra funcio Ly
operador L é um exemplo de um operador diferencial parcial,

O fato de que a Equagio (2.1) € linear implica que o operador
definido por (2.3) é um operador linear, ou seja, L leva a fungio ident;.
camente nula nela mesmo e

L(u+ ov) = Lu + alv (25)

quaisquer que sejam u, v no domfnio de L e qualquer que seja o es-
calar « € R. A propriedade (2.5) pode ser deduzida facilmente da
expressio (2.3),
Como no caso de EDOs, podemos associar i EDP néo h g
OImao
(2.2) a EDP linear homogénea [

Lu =0, (2.6)

que € chamada a equagio homogénea associada 3 a
2 é ch a equacéo (2.2). Usando
;ij‘xne?n?ade do Dpera?ﬂr L e indugdo, é ficil ver que quah:}iuer COmm-
agao linear de solucies da equagio (2.6) é também solugéo, ou seja,

& — 1
© Wli- ooy Uy Satisfazem (2.6) ese qy, ... » @m 880 escalares, entip
fn
= Eﬂjﬂ_f {E?]
i=1

¢ tamhé i i
: ;.,;::-] 1:: ;ﬂl;t;-ﬁ&n_de (2.6). Em linguagem de algebra linear, [, é um ope-
elinido em um espaco vetorial V de funcoes EF = ﬂ"{IPl’]]'

€ as soluch f
olucoes u € V da equagio (2.6) formam um subespaco de V. Fase

resultado ¢ conhecido cg e
finta). Mo 0 principio dg SUPETPOsicao (na sua forma
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Secdo 2 Linearidade e Superposicio 9
ndo tem solugao, veja FOLLAND (1976) ou SMOLLER (1983).)

Exemplo 2.1. Vamos procurar solugoes clissicas da equagao linear ho-
mogenea

H#y = [] {2'8}
para (z,y) € B2, Neste caso o operador L é dado por

L: C*(R?) - C(RY)

(Eu)(z,y) = uzy(z,y), u € C*(R?), (r,y) € RE 29

Vamos resolver (2.8) por integracao: fixando a variavel z e integrando
em relagdo a y, obtemos
tty = F(x) (2.10)

onde F' € uma funcdo em C'(R) arbitrdria; fixando agora a varidvel y e
integrando em relacdo a xz, obtemos

u(z,y) = f(z) + g(v), (2.11)

onde f € uma primitiva de F em C*(R) e g é uma funcgio arbitrdria em
C?*(R); como F é arbitraria, segue que f e g sio fungbes arbitrdrias em
C?(R) (lembrem que estamos procurando solugdes u € C*(R?)!). Como
é evidente que todas as functes da forma (2.11) com f,g € C*(R) sdo
solugdes da equagdo (2.8), concluimos que o espago das solucoes cléssicas
de (2.8) é precisamente o conjunto

{ue C*RY) : u(z,y) = f(z) +9(v),(z,y) eR?, f,g € CYR)}. (2.12)

Portanto, nesse caso bem simples, o espago de solugbes tem dimensio
infinita.

Fomos talvez um pouco pedantes no exemplo anterior ao explicitar
tantas vezes os espagos de fungdes utilizados. Esse pedantismo foi pro-
posital: querfamos enfatizar a importincia do espago de fungbes onde
procuramos as solucbes (em outras palavras, o dominio do operador L).
De fato, até agora nao definimos 0 que entendemos por solugdo de uma
EDP: a nogdo intuitiva de que uma solugao é uma funcio que satisfaz
‘a equacao identicamente é muito vaga - existem muitas interpretacoes
possiveis dessa nocao intuitiva, generalizando inclusive o conceito de
funciio. Essa discussdo vai mais longe do que o presente texto e o leitor
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10 Definicdes Basicas o

interessado deve consultar livros mais avangados (como IORIO e IORIQ

(1988) ou SMOLLER (1983)).

O Exemplo 2.1 nos leva, de forma natural, a perguntar sobre a pos-
sibilidade de formarmos “combinagies lineares infinitas” de solugges,
Em outras palavras, serd que existe uma forma infinita do principio de
superposicao? A resposta é sim, sob certas condigges.

Proposicio 2.2, (Principio da Superposicio.) Seja L um operador di.
ferencial parcial linear de ordem k cujos coeficientes estio definidos em
um aberto 1 C R™. Suponhe que {um}::l ¢ um conjunto de funcges
da classe C* em ) satisfazendo a EDP linear homogénea (2.6) e que
{%}-::. £ uma sequéncia de escalares tal que o série

+oo
u(z) = 3 ot () (2.13)

m=]

€ convergente e k vezes diferencidvel termo a termo em ). Entio y

satisfaz (2.6).

Demonstragiao: Enunciamos a Proposicao no caso geral, mas a de-
monstraremos no caso em k = 1 ou k = 2, ou seja, quando L é defi-

nido por (2.3). Nesse caso, por hipdtese, quaisquer que sejam x € )
1<ij<n, |

+00
u(z) = Z Ot U ()
T_J:-_:ﬂl
Diu(z) = 3" oy Ditin(2):
=]

G0
DiDju(z) = ) | om DyDjtn(z),
m=]1

€ essas séries convergem, Portanto

Lu)(z) = 3 i ;D 3
(Lu)(z) I;I mﬁ:wmﬂjucm}+§1bj{-:}ﬂjucz}+c{mju(m1

n o0
- o | ™ + oo

=1 me=]

» Para todo z € Q,
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Secdo 3 Condicdes de Contorno e Iniciais 11

e
+e(2) D g um(2)

m=]
mn

T Z=1ﬂ'm Z ﬂij(:ﬂ:]ﬂ.i_ﬂjﬂm{m}

iJ=1

+2_ bi(2)Djtim(2) + cla)um(2)

=1
i
=Y am(Lug)(z) =0,
m=1

o que demonstra a Proposigio 2.2 no caso em quek=1louk=2 0O

O método de separagio de varidveis, que estudaremos mais tarde,
& baseado no principio da superposicio, de modo que teremos muitas
oportunidades de aplicar a Proposigio 2.2.

3 Condicoes de Contorno e Iniciais

Uma diferenca importante entre EDOs e EDPs é a informacio suplemen-
tar necesséiria para a unicidade de solugio. Por exemplo, na solugio geral
de uma EDO linear aparecem uma ou mais constantes arbitrérias: po-
demos determinar essas constantes impondo condigoes iniciais, ou seja,
fixando os valores da solucio e de suas derivadas até certa ordem em
um determinado ponto; podemos também obter unicidade, no caso de
intervalos finitos, impondo condigdes nos extremos dos intervalos, as cha-
madas condigbes de contorno (como nos problemas de Sturm-Liouville,
veja Boyce e DiPrima (2015) ou Sotomayor (1979)). A situacio para as
EDPFs ¢ fundamentalmente diferente: mesmo no caso linear, a solucéo
geral, quando é possivel aché-la, envolve fungoes arbitrdrias das varidveis
independentes (como vimos no Exemplo 2.1), de modo que existe um
grau de generalidade muito maior com relagio & forma da solucio.

No caso de EDPs, o espago das varidveis independentes é multidi-
mensional: procuramos solugoes definidas em um aberto 0 C R"; &
natural substituir os extremos do intervalo (caso n = 1) pelo bordo (ou
fronteira) @0 da regiao 2. Quando impomos condigdes sobre o valor da
solugao e de suas derivadas no bordo da regido (condigées de contorno)
temos um problema de valores de contorno ou, simplesmente, problema
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de contorno. Condigbes de contorno aparecermn r.fE‘ mlla.n&ira n;ttum} na
descrigéio de fendmenos fisicos estaciondrios (ou seja, independentes dq
tempo). Encontraremos muitas vezes condiges do tipo

ou(z) +f 3- () = f(z), 2 €00 (31)

onde o e § sio constantes dadas, f é uma funcio dada em 9901 e Ju/dn
€ a derivada de u na diregio normal a 9. No caso em que § = 0, 4
condigao (3.1) ¢ conhecida como condigdo de Dirichlet; no caso em que
a =0, temos uma condicdo de Neumann.

Como generalizar o conceito de condigdes iniciais (no caso de EDOs)
para EDPs? Como no caso de EDPs temos mais de uma varidvel de.
pendente (por exemplo = e t), é natural fixar uma das varidgveis (por
exemplo ¢ = 0) e impor o valor da solugio e de suas derivadas parciais
em relagio & varidvel fixa como fungfo das outras varidveis (por exemplo
u(z,0) = f(z) e w(z,0) = g(z), f e g funges dadas). Observe que, no
caso n = 2, com varidveis x, £, isso significa impor o valor da solugdo e
de suas derivadas normais ao longo da curva t = 0; analogamente, no
caso n = 3, com varidveis x, y, ¢, fixar t = [ significa olhar a solucao
(e suas derivadas normais, se for o caso) ao longo da superficie ¢ = (),
Podemos entdo generalizar o conceito de condicdes iniciais impondo o
valor da solugdo e suas derivadas normais a0 longo de uma curva (se
n = 2) ou superficie (se n = 3) inicial; o problema correspondente é um
problema de Cauchy ou de valor inicial,

Em problemas fisicos dependentes do tempo, como € o caso de fend-
menos de difuséo e de fenémenos oscilatdrios, € muitas vezes conveniente
separar a vmifw.i temporal ¢ das varidveis espaciais 7, y, 2. 0 que ocorre
muitas vezes é que os valores da solucdo e de suas derivadas e relacio
40 tempo até a c:rd'&m k — 1 (supondo que a EDP é de ordem k em t)
580 descritos no instante ¢ — () em funggo de z, y, » (condigdo inicial),

als: tais proble ados
de problemas mistos. mas sao cham
Os conceitos acima ficar
80 talvez mais o
seguir 4ros com os exemplos a

Exemplo 3.1, O problema

Uy =0em R?,
u(z, p(z)) = fz), zeR, (3.2)
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Secdo 3 Condicdes de Contorno e Iniciais 13

onde p, f € CY{R) séo fungbes dadas, é um problema de Cauchy. Como a
EDP é de primeira ordem, basta impor o valor da solugiio na curva inicial
y = p(z) no plano. Veremos no préximo capitulo que esse problema tem
uma unica solucao cldssica.

Exemplo 3.2. O problema

u, =0 em R?, ' (3.3)
u(0,y) = fly), veR,

é também um problema de Cauchy envolvendo uma EDP linear de pri-
meira ordem. A curva inicial é o eixo dos y. Ao contréric do exemplo
anterior, o Problema (3.3) néo terd solugio (se f ndo for constante)
ou terd uma infinidade de solugdes (se f for constante). Veremos, no
préximo capitulo, porque isso acontece e quando existe solugao tnica
para o problema de Cauchy com EDPs lineares de primeira ordem.

Exemplo 3.3. Seja 2 € B? um aberto limitado (2 é o interior de um
sélido §2). Vamos denotar por X = (z,y,2) os pontos de R? e por A o
laplaciano em B?. Entdo o problema

uy = o Au em Q x (0, +00),
w(X,8) =0, X €09, t >0, (3.4)

u(X,0) = f(X), X € ﬁ?

é um problema misto: a condigio u(X,t) = O para X € 82 et = 0
é uma condicio de contorno, enquanto que a condicao w(X,0) = f(X)
para X € {0 é uma condicio inicial. A fungio f é dada, o® ¢ uma
constante positiva e procuramos uma solugao u € C(0 x [0,+00)) N
C?(02 % (0, +00)), logo f tem que estar em C(12). Observe que, para que
haja solugfo, f tem que satisfazer uma condicao de compatibilidade

f(X)=0, VX €a9. (3.5)

Em problemas mistos, a condi¢ao de contorno e a condigdo inicial nao
sd0 inteiramente independentes e é preciso entao que seja satisfeita uma
condicio de compatibilidade para que haja solugao. O Problema (3.4)
descreve fisicamente a temperatura u(.X, t) no ponto X e no instante ¢ do

Scanned by CamScanner



14 Definicoes Basicas Cap. 1

sélido 01 feito de material homogéneo, com difusividade térmica igual a
o? e colocado em um reservatério térmico mantido a temperatura cons-
tante igual a zero (condigao de contorno) com uma distribuicio inicial
de temperatura f(X) (condigio inicial). Nao discutiremos o Problema
(3.4), mas estudaremos em detalhe o problema anélogo a uma dimenséo
espacial, ou seja

wp = 02ugy em (0,1) x (0, +00),
u(0,8) =0=u(l,t), t 20, (3.6
“[ff!ﬂ'} = f(z), z € [ﬂnﬂr

com condigio de compatibilidade
£(0) = 0= £0). (3.7)

No lugar do sélido T temos agora uma barra de secgao reta uniforme
(com drea muito pequena em relacao ao comprimento) e comprimento
I. E preciso supor, neste caso, que nao hé troca de calor com o exte-
rior através da superficie lateral da barra (os extremos correspondem ao
bordo de {1 e estdo mantidos & temperatura zero, pela condigio de con-
torno). O leitor interessado na dedugio da equacio do calor em (3.6)
deve consultar Figueiredo (1977) ou o Apéndice A do Capitulo 10 de
Boyce e DiPrima (2015). Se a funcéio f satisfizer a condigio de com-
patibilidade correspondente, fanto (3.4) quanto (3.6) terdo uma tnica
solugio cldssica (ou seja, continua na regiao fechada e duas vezes con-
tinuamente diferencidvel no interior). Como (3.4), (3.6) é um problema
misto, mas pode também ser considerado como um problema de con-
torno na regiao ilimitada [0, 1] x]0, +oc).

Exemplo 3.4. O problema para a equagio de onda em um intervalo
finito
Uy = (:2‘{!1-;; em {[],-IT:I * [ﬂ1 +Gﬂ':|-.
u(0,2) = 0 =u(l,t), t = 0,
u({z,0) = fl(z), z € [0,1],
us(z,0) = g(z), = € [0,1],
também pode ser considerado como misto (condigoes iniciais u(m,ﬂ]l =
f(z), m(z,0) = g(z), = € [0,]] e condigies de contorno u(0,t) =0 =
u(l,t), t = 0) ou como um problema de contorno na regido jlimitada

(3.8)
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[0,{] % [0,+00). Observe que, como a equagao de onda é de segun_du
ordem em relagio 4 varidvel temporal ¢, precisamos de duas condigtes
iniciais. Para que exista soluciio & preciso que [ satisfaca a condigao de
compatibilidade

f(0)=0= f(). (3.9)

Veremos mais tarde que, se quisermos solugdes u € C([0,1] x [0, +00)) N
C*((0,1) » (0,00)) com u¢ continua em [0,] x {0}, precisaremos, além
da condi¢io (3.9), que f € C*([0,l]) com f7(0) = 0 = f"{l) e que
g € CY([0,1]) com g(0) = 0 = g(l). Mostraremos que o Problema (3.8)
tem, de fato, uma iinica solugéio neste caso. Do ponto de vista fisico,
o Problema (3.8) descreve uma corda eldstica de comprimento [, presa
nas pontas, vibrando em um plano vertical (uma corda de violino, por
exemplo); u(z,t) é o deslocamento vertical da corda no ponto z no
instante £ e as funcoes f e g descrevem, respectivamente, a posicio e
a velocidade iniciais da corda. A equacfo de onda em (3.8) pode ser
deduzida supondo que a corda tem densidade de massa constante, que
a amplitude é pequena em relacio ao comprimento da corda e que os
efeitos amortecedores sio negligiveis. A constante o é a tensao dividida
pela densidade, de modo que ¢ tem dimensio de velocidade; de fato,
¢ é a velocidade de propagacio da onda ao longo da corda. O leitor
interessado na dedugido da equacdo de onda em (3.8) pode consultar o
Apéndice B do Capitulo 10 de Boyce e DiPrima (2015) ou, para uma
deducio alternativa, Symon (1960); para uma discussio mais profunda,
veja Antman (1980),

A equacio em (3.8) corresponde a v.ihraa;ﬁea livres; no caso de vi-
bracoes forcadas, a equacio fica
e = Cttzg + h(z, 1), (3.10)
enquanto que a equagao para vibragbes amortecidas pode ser do tipo
it =c2un—but, [3111}

b uma constante positiva ou, mais geralmente,

Uit = C*thz — f(ue). (3.12)
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, varidvel iais fica
A generalizagio do Problema (3.8) com duas varidveis espacl
e = c2Au em £ X (0, 400)
u(z,y,t) =0, (zy) €N 0 (3.13)
H{I! I ﬂ) == ftmry]1 f.“":: E.l'} el
“t(irﬂrﬂ} == .'?":3: '!l':l':- {5':1 F} = 3

onde {1 ¢ um subconjunto aberto limitado de B2 ¢ A é o laplaciano em

R?: a condicio de compatibilidade neste caso ¢
flz,y) =0, ¥(z,y) € 00 (3.14)

O Problema (3.13) descreve o movimento de uma membr%na vibrando
(como em um tambor) e também tem uma uinica solugdo quando f
satisfaz a condicdo de compatibilidade (3.14).

Exemplo 3.5. Outro problema envolvendo a equagéo de onda é

uy = ccAu, x €R", t >0,
u{z,0) = f(z), z € R", (3.15)
u(z,0) = g(z), z € B,

onden=12ou3eA éo laplaciano em B". O Problema (3.15) é um

problema de Cauchy e tem uma tinica solucio. Estudaremos o Problema
(3.15) no caso n = 1.

Exemplo 3.6. Seja ) C B? um aberto. Entdo

Au=0 em 0

bl = (3.15)

e fato um problem i tu-
daremos este problema para P ¢ de Dirichlet. Es

i ﬂ-lE.’lltﬂas I"Eg'iEIE.E particulares |: 0 for uma
Teglao retangular ou o interi : A
uma finica solugio. erior de um circulo). O Problema (3.16) tem
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Exemplo 3.7. Outro problema de contorno para a equagio dE Laplace €

Au=0 em {2 ( \
3.17
Ou_t om om,

que é um problema de Neumann. Observe que (3.17) ndo tem solugao
finica: se u for uma solugfio de (3.17), entdo u + ¢ também o serd para
qualquer constante c.

Dado um problema consistindo de uma EDP e condigbes de contorno
e/ou iniciais, existem trés questoes fundamentais:

(i) existéncia de solugoes;
(ii) unicidade de solugio;
(iii) dependéncia da solugio nos dados iniciais e/ou de contorno.

Para discutir a existéncia & preciso especificar nao somente a classe
de funcoes onde procuramos solugio, mas também em que sentido as
condiches de contorno e/ou iniciais sio satisfeitas. Vamos considerar por
exemplo o Problema (3.4) com £} o interior da esfera de raio 1 centrada
na origem e f € C(12) satisfazendo a condigiio de compatibilidade (3.5).
Se procurarmos soluges u € C?(£} x (0, 4-00)) mas nio necessariamente
continuas em 1! x [0,+00), como interpretar a condigio de contorno?
Poderiamos, por exemplo, procurar solugdes u € C*(0 x (0, 4+00)) com
a propriedade que, para cada t > 0 e para cada X € 012 fixos,

I Xp,t) = 0.
;Trgwip 0:t)

Neste caso, estamos procurando soluges que sao radialmente continuas
nas varidveis espaciais para cada t fixo, mas nao sdo necessariamente
cont{nuas a priori em £2. Analogamente, poderfamos interpretar a con-
digfio inicial como

lim (X, ) = f(X)

para cada X € 01 fixo. E claro que, do ponto de vista fisico, é natural
procurar solugtes em

C(T x [0,+00)) NC*(£2 x (0, +00)).
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. . idade é claro: deseja-
e i . ificado da unicid
Uma vez obtida a existencia, o sig especificada.

IR da classe

‘ 50 & tinica dentro da © RN,

mos saber sé qglu'iie “déncia da solugio Dos dados iniciais ,.; u de
A discussao da depe vemos lembrar que 08 dados de um

contorno & muito importante. L : ccessariamente contém
problema fisico sao dados ex equenas variagoes
erros de medida; €, portanto, . ge este for o caso,

Earudt lugao
am pequenas variagoes na so i
mos dados SCRITR! continuamente dos dados iniciais e/ou

diremos que a solugao depende g
|:i||3.I conmgln. E claro que 0 significado de “pequenas VAriagoes depende

roblema em guestao. - o

i IIlr_Im problema para o qual valem existéncia, unicidade e dependéncia
continua nos dados iniciais e/ou de contorno é chamado um prﬂ{riﬂmﬂ
d). Caso contririo, 0 problema é dito

bem posto (no sentido de Hadamar : o
mal posto. Dentre os exemplos que vimos nesta secdo, 0s Unicos mal

postos sio o segundo e o sétimo. o
Neste livro, estudaremos basicamente equagoes lineares de primeira

e de segunda ordem com duas varidveis independentes. Estaremos inte-
ressados na discussio da existéncia e unicidade de solugbes cldssicas para
alguns problemas (incluindo os dos exemplos acima com duas variaveis
independentes); a dependéncia nos dados iniciais é mais delicada e sd

sera discutida nos exemplos mais simples.

4 Exercicios

Segao 1: Introdugao

1. Dé a ordem das EDPs abaixo:

0 (3) +2e -0

(i) uDfDyu+ Dyu = o2 41
(ili)  weu; = sen y
(V) 2Bu - w3+ Fu=g54 4

|
a
V) 5 (¥ - % = Tyu
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2. Verifique quais das equacdes abaixo sdo lineares indicando, nesse
caso, se 880 homogéneas ou nao:

(vi)

Dlﬂﬂ + Doy =)

0%, 8u
mam—yga+u=m+y

[um}2_$2+mzﬂ

Uey — Uy = BENO U

8 du
E:::_E_H;ﬁ = Tyu

z*D3u+ y?*Diu = Dyu+ Dou + zyu

3. Identifique a parte principal de cada uma das equacbes nos Exercicios
1 e 2 acima.

4. Indigue quais, entre as equacoes dos Exercicios 1 ¢ 2 acima, sdo

semilineares.

Secao 2: Linearidade e Superposigao

Prove diretamente que se u e v forem solugbes de uma das equacdes
abaixo, entdo qualquer combinagdo linear de u e v serd solucio desta

mesma equacan:

l. — +zu=10
Hu
2| "-"_-=ﬂ
Y oz2

3. Tuy = TYU

4.  Yugs + Tiy = TYU

Yz + Uz +TUu=0
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Secao 3: Condigoes d

Identifique as condi¢oes in ; A
'mdicangu se o problema € Ui problema
misto. Indigue, também, 58

o Contorno e Iniciais

g de contorno nos problemas abaixg,
Cauchy, de contorno oy
dadas tem que satisfazer

iciais ¢/0

alguma das fungoes

condicdes de compatibilidade.

1.

2
Tup —yuy =2° +y* em R
ult®)=t*+1, teR

TUy + Yuy =0, z? 497 <4
u(2 sen £,2cost) =tsent, 0 <t < 2m.

sy + Eﬂﬂiﬂ — Ly + :‘321‘.!.3 + 'I!'ﬁ'ut_ = ¥ EDEt, > [I:,
u(z,0) = f(z), u(z,0) = g9(z), z eR.

2 2
VWler + T u.w-i-myu::r—i-yse f.:i,'“4+'y2fﬂ < ]
u(2 sen t,3cost) =t2r—¢), te [0, 2] ’

tzu':r + Ll — g

T = f{m!tjn i—} D
w0,t) = aft), u(l,¢) = A(t), ¢ .‘; [;H =1
Uz,0) = y(z), ¢ 0,1]. =0,
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Capitulo 2

Equacoes de Primeira Ordem:
O Caso Linear

Como o préprio nome indica, estudaremos neste capitulo equagoes li-
neares de primeira ordem. Na primeira secdo, veremos alguns exem-
plos simples de problemas de Cauchy que nos dardo uma ideia do que
pode acontecer. A segunda segdo é dedicada ao estudo de problemas
de Cauchy para equagdes lineares sem dependéncia explicita na varidvel
dependente. Na terceira e 1iltima secao discutiremos a solucao geral de

equacoes lineares.

1 Alguns Exemplos

Vamos analisar alguns exemplos simples de problemas de Cauchy para
equacoes lineares de primeira ordem com duas varidveis independentes.

Vamos considerar primeiro o Exemplo 3.1 do primeiro capitulo:

u, = 0 em R?,
u(z,p(z)) = f(z), z €R, (1.1)

onde p, f € C(R) sao fungdes dadas. Como vimos anteriormente, esse
é um problema de Cauchy: a fungao u que desejamos encontrar é co-
nhecida ao longo da curva inicial y = p(z).

A EDP em (1.1) é muito simples e pode ser integrada diretamente:
como a derivada parcial de u em relacéo a y € identicamente nula, vemos
que u é constante como fungdo de y, ou seja, u depende apenas de .
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Cap. 2
D Caso |'_inEHI‘

P em {1-1} é

m:

a solugao geral do o 2

do solugbes cldssicas, n::J
salquer par (z,¥) € K7,

Em outras palavias (1.2)

“ﬂ{ﬂf: :'?J =

ar
c CVR) ¢ arbitréria (estarnos procur

ﬂn.def c C1(R?)). Como (1.2) € yalida para q
seja,
fazendo ¥ = plz) ohtemos

glz) = f(z), Yz ER

ou seja, a solugdo do Problema (1.1} é dada por
u(z,y) = f(z), ¥(z,y) R (1.3)

Mostramos entdo que, se u for uma solugiio cldssica de Ifl.}}, u scnii
dada por (1.3); reciprocamente, se for dada por (I.EJ,rEIW:ta.n u serd
golugio de (1.1). Portanto, 0 Problema (1.1} tem uma unica solucdo

clissica. 4
Observe que, como estamos procurando solugties u € o {RE}, pre-

cisamos que f € C'R). Se quisermos solugoes mais gerais podemaos
resolver o problema para fungbes f mais gerais. Por exemplo, se pro-
curarmos solugoes u € C(R®) tal que existe a derivada parcial wu, em
todos os pontos, f poderd ser qualquer funcao continua. Além disso,
note que a curva inicial ndo precisa ser diferencidvel — de fato a fungio
p nao precisa ser continual

A dependéncia continua nos dados para o Problema (1.1) é evidente,
j que a solugiio u(z, y) é igual & condigfio inicial f(z). Temos, portanto,
dependéncia continua nos dados e o Problema (1.1) é bem posto.

Vamos considerar agora o Exemplo 3.2 do Capitulo 1:

uy=0em R?, u € CU(RY)
H-{D;g,.r]l = f{y}: yE ]R,

1 A - m .
onde f € CY(R) ¢ dada. A tinica diferenca entre (1.1) e (1.4) é a curva

inicial: :
cial: em (1.1) ela é 0 gréfico e uma fungéo de , enquanto que em

(1.4] ela &0 elxo dﬂﬁ -!I'hl . g
(1.4) ndo, De fato, d::im prsar disso, 0 Problema

(14)

i ohibdric ndo a condicio inicial em (1, 4) em relagdo a
ﬂ'.ﬁ' — I] BIm ]RE.
W00 =), yer (15)
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e, portanto,
flly)=0, ¥y eR. (1.6)

Logo, para que exista solugio, é preciso que a funcio f seja constante.

Se f for constante, f = k, como a solugio geral da EDP é dada por
(1.2), a solugdo de (1.4) sera

ulz,y) = g(z), (z,y) € R’ (1.7)

onde g € C'(R) é qualquer funcéo satisfazendo g(0) = k. Conclusao: o
Problema (1.4) ndo tem solugio quando f ndo é constante e tem uma
infinidade de solugBes quando f é constante.

A situacio serd inteiramente andloga se a curva inicial for uma reta
vertical: dado qualquer xg € R, o problema

uy = 0 em B2,
u(zo,y) = f(y), v ER,

nac tem solugdo quando f nao é constante e tem uma infinidade de
‘solucoes quando f € constante.

E para curvas mais gerais, o que acontece? Para responder a esta
pergunta, vamos fazer mais um exemplo, tomando como curva inicial a
pardbola z = 1 — y?, ou seja, vamos considerar o problema

(1.8)

Jz;ﬂ:liiemﬂi2

u(1 - %.3) = f(3) (18)

onde f € C'(R) é dada.
Y

— ___1._2

.
N
7

=Y

_____,.-:"':--- .-—-_].-'-ﬂ

Fig. 1: A solugio é constante ao longo de retas verticais
(Problema (1.9)).
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24 Equacoes de Primeira Ordem: O Caso Linear Cap. 2

Como jé vimos anteriormente (Equagao (1.2)), 2 solugao geral dy
EDP em (1.9) é uma fungio apenas de z; logo, sé U for solugéo de (1.9}
dado xg € B, u(zg,y) = g(zp) serd constante, ou 5€Ja, u(z, y) é constante
ao longo de retas verticais. Dado zo < 1, areta vertical * = T Intersecty
a curva inicial em dois pontos (zo,¥0) € (Tos —yp); Mas entao, se u for
solucdo,

flyo) = (0, —y0) = f(=¥0)-

Portanto, para que o Problema (1.9) tenha solugdo, € preciso que
fly) = f(-v), YU €ER, (L10)

ou seja, é preciso que f seja uma fungdo per. Entdo, se f néo for par,
o problema ndo terd solugio. Se f for par, esperamos que o problemg
tenha uma infinidade de solucdes, pois u nao estd determinada para
z > 1: dado xg > 1, a reta vertical & = xp néo intersecta a curva inicial,
Na verdade, como estamos procurando solucdes de classe C', mesmg
quando f for par € necessirio impor uma condigao a mais: observe que
a solugho, pelo que vimos acima, deve ser dada por

iz, y) = flvl—zx)sexr<1;
como queremos u € C'(R?), é preciso que exista a derivada
i
@YVI=2),, (1.11)

e, neste caso, as solugdes do Problema (1.9) sao dadas por

u(z,y) = {”ﬁ—z} se 7 < 1,

g(z) 2 - | L1
onde g € CH([1,+00)) satisfaz
= ! d
9(1) = £(0), ¢'(1) = B V1=2))| (1.13)
O estudo dest )
2 equagio ® @xemplo deixa clarg que 0 problema de Cauchy para
Uy =0 em R? (1.14]
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Segdo 1 Alguns Exemplos 25

tem solugao tinica para qualquer condiciio inicial f € CYR) se a curva
inicial for tal que, Yy € R, a reta ¢ = Zg intersecta a curva em exata-
mente UM ponto; em outras palavras, se a curva inicial for o grifico de
uma fungdo y = p(z). Recaimos, entdo, no Problema (1.3):

O ponto fundamental aqui ¢ que todas as solugdes da EDP (1.14)
sdo constantes em retas verticais e as curva iniciais “boas” sio as que
néo tém tangentes verticais, Veremos mais tarde que as retas verticais
sao curvas caracteristicas planas para a EDP (1.14). No caso de EDPs
de primeira ordem, as curvas caracteristicas sio curvas ao longo das
quais a EDP é uma derivada total: integrando ao longo de tais curvas,
resolvemos a equacio, E foi exatamente isso que fizemos para achar a
solucao geral de (1.14): integramos em relagio a y, ou seja, ao longo das
retas & = xg, xp € R.

A Equacao (1.14) é uma EDP linear homogénea, mas as equagies
nio homogéneas podem ser resolvidas da mesma maneira. Para o nosso
exemplo, a equacio nido homogénea correspondente &

uy = hiz,y), (z,y) €R?, (1.15)

onde h € C(R?) é dada. Observe que as caracteristicas planas sio as
mesmas: ao longo da reta z = zp a equagao fica

d
% u(zo, y) = h{zo, y)-

Vamos resolver o problema correspondente ao (1.1}, ou seja,

T‘!ﬂ = h{:x:,y], {Iryj [ Rﬂr
u{ﬂ?,p{z]] = f(z), z € R, (1.16)

onde h € C(R?), p, f € C'(R) sdo dadas. Para achar a solugéio no ponto
(20, yo) basta integrar ao longo do segmento de reta que une (zp, p(zo))
e (g, yo) (veja a Figura 2): de fato, se u for solugéo de (1.16), entdo

rlzo)

u(zo, o) =fyIJ uy{mn,t}df'l'ﬂfiﬂu:fﬂ{mu]}:f(mu}-lrfw h{zo, t) dt,
p{zo

ou seja, y

u(z,y) = f(z) + fp{ izt 1.17)

Reciprocamente, se u for dada por (1.17), entdo u serd solugao de (1.16).
Portanto, o Problema (1.16) tem uma tinica solugéio, dada por (1.17).
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26 Equacgbes de Primeira Ordem: O Caso Linear
y4
] i
'}ﬁ
y=p(x)

/ i (ID-P(ID}}
T

7 b o X

Fig. 2: A solughio & obtida integrando-se a0 kzmglu das caracteristicas
planas (no caso, as retas verticais).

Na préxima seciio, usaremos essas ideias para resolver problemas de
Cauchy para equagdes lineares de primeira ordem com duas varidveis
independentes sem dependéncia explicita na varidvel dependente.

2 O Problema de Cauchy

Agora vamos estudar o problema de Cauchy para equactes da forma

a(z,y)uz + bz, y)uy = e(z, ). (2.1)

Observe que a fungdo incdgnita u aparece apenas na parte prinecipal

da equacBo (2.1), o que simplifica um pouco a resolugao. Discutiremos

equaches lineares gerais na terceira seciio deste capitulo.

~ Como vimos na segéio anterior, existe uma relacdo entre a curva plana

.'I.'I]lCI-E::.l Tea i‘EEliﬁ'ﬂ aberta 2 C R?, onde queremos niio s6 existéncia.

;nuiﬂ.:mci:; ;:;;::f;d;: :::-]mﬁ:?: a regiao {1} tem que ser coberta por
que intersectam a curva 4 em exatamente

um ponto. Parametrizando a curva Y por (o(t), p(t)), t € I, onde I ¢

it i[l'[.EI"l."H.lﬂ &hﬂnﬂ e '}d F ; X
o problema na fnrma{q pode ser finito ou infinito), podemos escreve’

ﬂ{ﬂ:,yqu + bz Yy, = (z
! =0T, Y),
00 )Ds(), ter ] 22
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Segdo 2 O Problema de Cauchy 27

Vamos fazer as seguintes hipiteses adicionais:

(i) a curva inicial plana -« é uma curva suave, ou seja,as fungoes @, p
siio continuamente diferencigveis em I e o’ (t)2+p' (2} # 0 qualquer
que seja t € I,

(i) feC'I);

(iii) a,b,¢ € C'(f) e as fungdes a e b nio se anulam simultaneamente
em £2, onde £2 € R? é um aberto contendo 7 (a vizinhanga da curva
onde resolveremos o problema estd contida em 2).

Para resolver o Problema (2.2) usando as ideias da primeira se¢éo, a
primeira coisa a fazer ¢ achar as curvas caracteristicas planas da equagao
(2.1). Como vimos anteriormente, essas sio curvas ao longo das quais
a EDP pode ser escrita como uma derivada total. Se C for uma curva
caracteristica plana parametrizada por (a(s), A(s)), entdo a derivada
total de u ao longo de C serd, pela regra da cadeia,

[ﬂ(ﬂt[ﬂ) B(s))] = o (s)uz(a(s), B(s)) + B'(s)uy(a(s), B(s));  (2.3)

por outro lade, a EDP (2.1) ao longo de C fica

ala(s), B(s) ) uz(a(s), B(s)) + bla(s), B(s))uy((s), B(s)) = ﬂfﬂ(ﬁ}:ﬂgﬂ}}j
2.4

Portanto, se quisermos que o lado esquerdo da equagio (2.4) seja igual
a gualquer uma das expressoes em (2.3), serd preciso que, para cada s,
exista um niimero real A(s) # 0 tal que

a'(s) = ala(s), B(s))A(s),

8'(s) = bla(s), B(s))Als); (2.5)
neste caso, a equagao ficard
7 [ula(e), B = No)ela(s), () (2.6)
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As condigges (2.5) significam, geometricamente, que o VEtor tangenty ;
curva C no ponto (a(s), 8(s)) é paralelo ao vetor

(ala(s), B(s)), bla(s), B(5))-

A fungio A(s) & de fato desnecessdria — basta reparametrizar a cur,
convenientemente. Para provar esta afirmacéo, observe, em primeiro ly.
gar, que a funcio A é continua, pois a curva C & suave (por hle-ESe!]
e as funcoes o e b nio se anulam simultaneamente. Escolhendo, entig,
qualquer primitiva A de A, como A'(s) = A(s) # 0, qualguer que seja s,
N(s) > 0 ou A'(s) < 0 (por continuidade) para tr::-:i? 8, lt};gﬂ A & uma
fungao monétona crescente ou decrescente, portanto inversivel E.?P{]g,
TOL, 1967) e podemos fazer uma mudanca de "E“é""E] 5§ = A7(t) ou
t = A(s) para obter uma nova parametrizagio (@(t), 8(t)) da curva C,
onde

a(t) = a(s) = a(A7'(1)),
B(t) = B(s) = BAT(2))

Mas entdo, de (2.7) e (2.5), obtemos

” i o By 1 L orke) e
a@(t) =o(s) 5 =0 () NS~ Ae) alalt), B(t)),

(27)

e, analogamente,

7 (1) = % _ b(&(t), B(t)

Portanto, as as curvas caracteristicas planas da Equacao (2.1) sao &
curvas suaves C quie admitem parametrizaco (o(s), 8(s)) satisfazendo

o/(s) = a(a(s), B(s)), (28
B'(s) = bla(s), B(s)).

O sistema de EDOs dado por (2.8) tem uma infinidade de solugdes: P
obter uma solugao tinica é preciso dar um par de condices iniciais. M&*
precisamente, lembrando os resultados sobre sistemas de EDOs (vei2’
teorema de Picard em Sotomayor (1979) ou o Capitulo 7 de Simmo?
- (1972)): como a,b € C(R), dado (zy,y5) € Q, existe uma sols’
(a(s), B(s)) de (2.8) para s em uma vizinhanga de’su tal que
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Segdo 2 O Problema de Cauchy 28

al(sp) = zg, H(s0) = yo- (2.9)

Como vimos nos exemplos da seciio anterior, a existéncia e a uni-
cidade de solugdo para o Problema (2.2) depende de como as curvas
caracteristicas intersectam a curva inicial. Vamos considerar primeiro
o caso anilogo ao Problema (1.1), ou seja, vamos supor que a curva
inicial v nunca é tangente 4s curvas caracteristicas planas: em outras
palavras, o vetor tangente (o'(t), p/'(f)) nunca é paralelo a (a(e(t), p(t)),
ba(t), p(t)}). Usando a terminologia de dlgebra linear, os vetores
(e'(t), ' (t)) e (alo(t), p(t)), blo(t), p(t))) sdo linearmente independen-
tes, Vi € I. Com esta hipétese, para cada ¢ € I, existe uma iinica
curva caracteristica plana passando pelo ponto (o(t), p(t)), ou seja, que
é solucio de (2.8) e (2.9) com zy = o(t), yo = p(t) em uma vizinhanga
de sp (que vamos tomar igual a zero para simplificar a notagido). Além
disso, (o(t), p(t)) € o finico ponto de intersecéo de -y com a caracteristica
pois, se existisse outro, em algum lugar os vetores tangentes as duas
curvas seriam paralelos, o que contradiz a hipétese. Podemos entao co-
brir uma vizinhanca da curva < com curvas caracteristicas planas que
intersectam a curva v em exatamente um ponto, o que nos permite fa-
zer uma mudanca de varidvel de (x,y) para (s,t): para cada t € I, se
denotarmos a curva caracteristica plana que passa por (o(t), p(t)) por
(z(s,t), y(s,1)), entdo o sistema (2.8) e as condigdes (2.9) podem ser
reescritos como

(ce(s), Pis))
I
(x (s.0), y (5.0))

(o (), P(D)
I
(x (0,2), ¥ (0.1))
curvas caracteristicas planas

Fig. 3: A solucdo é obtida integrando-se ao longo das caracteristicas
planas.
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13[511] = ﬂ{EEE,ﬂry(S1 'f‘}}’
FS(S:H = b{I{H'! tj! H(E, E]:IT {2”]}
Efﬂ,tj = o(t),

y(0,t) = plt);
além disso, como 08 vetores

(o'(t), /(1) e (alot): o(t)), ble(t), p(t)))

sio linearmente independentes,

5,(0.8) 70,8 _ goq (#(CEPE) @)
det (yﬁ,ﬂ m[ﬂ,ﬂ) = (b{a{t),pm} p‘m) 70

e portanto, por continuidade,
g Iy
det 0
(ys yt) ié

em uma vizinhanga de . Logo a transformacao
(s,1) —+ (2(s,t),4(5:2))

& localmente injetora, o que nos permite fazer a mudanca de varidvel
(veja Fulks (1961) ou algum livro de Céleulo Avancado)

v(s,t) = u(z,y). (2.11)

Pela regra da cadeia,

v Hu 9 u
5 (0= g G Dls.0) 5+ g1 a0l 35

= a(x(s,t),y(s, 1)) % (z(s,t),y(8,1)) (212

+bla(s, ), ) 3 (a(5,8), (s, ).
Substituindo a EDP (2.1) em (2.12), obtemos
Ve = E(E{ST t]? y(-ﬂ, :}}
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A condigio inicial dg Problema (2.2) fica

'Ul:[]',t} =JF|:E,':|, tel,

logo o problema que v satisfag ¢

Us = c(z(s, t), y(s, 1)),

v(0,8) = #(t), t e I. I
EDDPa:i: :;:j; :iri  § Fg-m, {2.1:3} & um problema de valor inicial para uma
e ordem cuja solugio é obtida por integragio direta de

v{s.t}l:fu ﬂsﬂv.t}dﬂ+u{ﬂ,t}=f:c[:{v,tj1y{u1t}]:iu-l—f[t}. (2.14)

(xp, o)={xisg, tg), ¥(so, £g)) !

curva caracteristica plana -/

5 = (x(3, ), ¥s, ) (o (tgd PUE o) = (x(0, £ )y 10, 1))

Fig. 4: A solugdo no ponto (zo,10) = (z(s0, o), ¥(s0,%0)) & obtida
integrando a EDP ao longo da caracteristica plana que passa por (g, yp)
des=0até s=35p.

Para voltar para u, dado (xg, yo), seja ty = t(zo, yo) e 59 = s(zg,10),
ou seja, Ip = T{Sm:ﬂj e W= ﬂ[ﬁﬂ,tﬂ]; substituindo {211} £m {214],
obtemos

-]
waow) = fo) + [ claleto)uls,o)ds.  (215)

Note que, se u for solugio de (2.2), entéio u ird satisfazer (2.15); como
(2.15) ¢, de fato, solugio de (2.2) (pois (2.14) é solugdo de (2.13)), a
soluciio do Problema (2.2) é tinica. Acabamos de provar entéo o seguinte
teorema:
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um intervalo aberto, ~ Umg
(o(t).p()): L€ L, f € CY(py
I:I.y}ﬂ ?é 0, hﬂﬁmn y] L= ﬂ, £

aberto, I TR
pﬂf"rff_;' =
(z,y)° + 0

Teorema 2.1. Sejam 2 C 32
curva suave em ) paromefrizada
e a.b.c € C}{Q). Suponha gue @

que

t).p(1)) 5{£”(£]:F”D 0, Yte i
R S i

Entdo o Problema (2.2) tem U
vizinhanea da curva v em £1, da

ma tnica solu¢ao de classe C' em Uty
da por (2.15).

blema (2.2) é uma superﬂ'ciia z=uz,y)
em E3. chamada superficie solugdo. Qutra par ametrizacao dessa g
perficie é dada pelas varidveis s, , ou seja, (8, t) = (z ff-r t),u(s ), v(s, t))
é uma parametrizacao da superficie solugao, onde v é dada por (2.14) ¢

z, y satisfazem (2.10). _ )
Em um problema especifico, normalmente ¢ mais fécil achar as curyyg

caracteristicas planas diretamente e integrar ao longo dessas curvas dg
que utilizar a férmula (2.15).

0 grafico da solugdo u do Pro

Exemplo 2.2. Considere o problema

— Yuz + Tuy, = 4y

e 0= Flg), &0 (2.16) |

i
Vamos comegar calculando as curvas caracteristicas planas para a EDP |
em (2.16). Procuramos entdo curvas s » (@(s), B(s)) satisfazendo

a'(s) = —f(s),
B'(s) = a(s).

Multiplicando a primeira equaci
mando, obtemos quagao por afs), a segunda por S(s) e so-

(2.17) |

ﬂ{ﬂ}ﬂ"l:‘g] +ﬁ[$,}.f3,{3) i
4
d
7 la(s)? +8(s)% = 0
it
oA+ Bl = iatants.
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Segdo 2 O Problema de Cauchy 33
Portanto, as curvas caracteristicas planas para a EDP em (,EZIEJ Eaf
circulos centrados na origem. Como a curva inicial é o semieixo y =
0. = > 0, a curva inicial intersecta ortogonalmente caci{a caracteTatica
pimm em exatamente um ponto e todos os pontos €m B2 — {0} estao em
algumas dessas caracteristicas.

Ao longo do circulo de raio » centrado na origem, a EDP fica

d
df

Usando coordenadas polares para integrar a EDF, obtemos

[w(rcos B, r sen 8)] = 4r® sen fcosf.

B(z.y)
u{:r,,y}zfﬂ 4r* sen B cos 0 df + u(r,0)

=0 (z,y)

+ 1) =22+ F(VP+ 1)

= 2r% sen*f

f

Fig. 5: As curvas caracteristicas planas sio eirculos centrados
na origem (Exemplo 2.2).

=0

curvas caracteristicas planas

Portanto, a solugio do Problema (2.16) &
u(z, y) = 2" + f(v22 +32), (z,p) € R? - {(0,0)}. (2.18)

Observe que na origem, como +/z* + y? nép & diferenciavel, a diferenei-
abilidade de u depende de f.
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Exemplo 2.3. Vamos resolver o problema

2
Syus +uy = (2 +<)sen(2zy) em R

ulz, e =) = cos®(ze ). fﬁ.lﬂ]

As caracteristicas planas satisfazem

o/{s) = 25(s) ™ {a”(&} = 25+ 2¢;
g's) =1 Bisl=s58+0

logo

cr{s}=53+2.m1+cg=|[s+c1}2+cz—ﬂ%
B(s)=s5+¢c1.

Entéo as curvas caracteristicas planas sio pardbolas da forma z = 2

Note que, no ponto (zp,yp) de interseciio da curva inicial y = g~
com a pardbola z = y* + 19—y , as tangentes sdo ortogonais, pois a rety
tangente & pardbola no ponto (zg,ys) tem inclinacio ﬁ enquanto que
a reta tangente 4 curva inicial no mesmo ponto tem inclinacio — 2.
Estamos, portanto, nas condigdes do Teorema 2.1. Dado qualquer ponto
(::1,3;1] = RE, ele estd na p&rﬁ.hﬂlﬁ Ir = yz +3 - y% , que intersecta a
curva inicial no ponto (zp, ) onde

Iﬂ:z‘%"'ﬁl_‘y%,yﬂ:ﬂ—ﬂ:ﬂ,

ki

JLaracteristicas planas
g "

(Exemplo 2.3).
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Segdo 3 Solucio Geral 39
parametrizando a parabola por s — (s + z1 — yf , 5), obtemos:

¥ d
o) = [ g5 ulst +a1 =3t 5) da + u(zo, o)
Yo
L ;
= (352 + 1 — y})sen(2s” + 2s(zy —yi)) ds + cos”(zoyn)
i

1 2
— | (35 + 21 — y¥)2sen(s® + s(z1 — 17)) cos(s® + s(z1 — yi)) ds
o

+ cos® (zoyn)

vi{vi+z1—vf)

=f 2 sen reost dr + cos® (2oyo)
volu3+21—vf)

:I'=:]:11|';_

= cos” + cmsz{:r:nyu} = mszﬁzlyl}'

r=zny
Portanto, a solugho do Problema (2.19) é

u(z, y) = cos®(zy). (2.20)

3 Solugao Geral

A teoria de EDPs lineares de primeira ordem com duas varidveis inde-
pendentes é mais semelhante & teoria de EDOs do que a de EDPs. De
fato, é essa semelhanga com EDOs que nos permitird achar a solucio
geral de tais equacoes.

Vamos considerar o operador diferencial linear de primeira ordem

L= ﬂl[.r,y] ‘a%' + m:1:1 y} % + C(iﬂ,ﬂj, {3‘1)

ou seja,
Lu = a(z, y)ug + bz, y)uy + ¢(z,y)u,
e vamnos estudar a equagao
Lu = d(z,y)

em um aberto £ € R?, supondo que a,b,e.d € c(Q)
A ideia do método que utilizaremos & bem sj ‘
i mples:
4 Equagho (3.2), procuraremos uma mudanca de v:ﬂﬂmlp:ra; r:?givir
o F vy
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t = t(x,y) que a transforme em uma equagao onde s0 apareca a derivag,
em relagiio a uma das varidveis (que escolheremos §), 0 QUE NOS Permitjpg
resolver a equagdio como se fosse uma EDO, fixando a outra vaniavel (g, |

serd t).
Antes de descrever o método em geral, vamos resolver algumas eqyg_

coes particulares para ilustré-lo.

Exemplo 3.1. Vamos procurar a solugio geral da equagao
Tuz +u = 2° (3.3)

no semiplano z > 0. Observe que essa equagao jd estd na forma desejada?

uma vez que nao aparece a derivada em relagdo a y (ou seja, b = 0),

Para cada y fixo, a equagao (3.3) é uma EDO e pode ser reescrita comg
a 2

= (zu) =2°;

dr

integrando em relacao a x, obtemos

$3

m"=i+f|:yji

logo a solugdo geral de (3.3) é dada por

::2
u(z,y) = 3 1 % fly) (3.4)

onde f € C'(R) é arbitraria.

Exemplo 3.2. Vamos agora procurar a solucio geral da equacio
—24uz + uy = ye* (3.5)

no plano inteiro. Neste exemplo, podemos usar as ideias desenvolvidas
na segunda secao para achar a solugdo geral: com o auxilio das curvas
caracteristicas planas e de uma curva auxiliar que intersecta transver-
salmente essas caracteristicas, podemos fazer uma mudanca de varidvel
s =s(z,y), t = t{z,3) de forma a obter uma equacgio mais simples. AS
curvas caracteristicas planas para a equacao (3.5) sao dadas por

Z(s) = ~2y(s) 2(s) = —5% — 20) 4 0y = 2
{3‘}{5}’:1 #{F{S}=E+C1 Ll by +c¥+m
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Secdo 3 Soluciio Geral 37

Entao as caracteristicas planas sio as pardbolas ¢ = —y* + k, k cons-

taflte. Esm}hendn Como curva auxiliar o eixo dos x, procuramos s e ¢
tais que (veja (2.10))

{IM = ~2y(s,1), 2(0, ) = ¢ o(s,t) = =52 +1,
Ys(s, t) = 1,5(0,t) =0 = y(s,t) = s

Logo
8 =1, t::n-l—yg, (3.6)

Nﬂt.elque t € constante ao longo das caracteristicas planas e a curva
au:ulfa.r corresponde a 5 = (. Fazendo a mudanca de varidvel (3.6) e
definindo v(s, 1) = u(z,y), v satisfaz a equacio

—rd
Uy = se ]

cuja solugao geral é dada por

v(s, 1) = —% et 4 fit).

Portanto, a solugao geral de (3.5) é dada por

u(z,y) = —5 € + @ +17) (3.7)

onde f € C'(R) é arbitrdria.

Exemplo 3.3. Vamos agora procurar a solugéo geral de uma equagio
com coeficientes constantes:

avy +buy +cv=d | (3.8)

onde a,b,c,d € R e a’ 4+ b # 0. Como no exemplo anterior, vamos
procurar uma mudanga de varidvel que coloque a equagao (3.8) em uma
forma mais simples, ou seja, uma mudanga s = s(x,y), t = t(r,y) tal
que t é constante ao longo das caracteristicas planas. Para a equagdo
(3.8), as caracteristicas planas satisfazem

{f’{ﬁ} = - T(s) = as + ¢
y(s)=b y(s) = bs + cp

Scanned by CamScanner



K
38 Equacbes de Primeira Ordem: O Caso Linear ap. 2

- _ bz =k, ki const
Logo, as caracterfsticas planas sao as retas @y f'I_ ;1 5 : Egihauta_
As retas ortogonais a estas 580 as retas by + ax = B2, A2 ante,
Escolhendo t constante ao longo das caracteristicas planas e s constante

ao longo das retas ortogonais, obtemos

= =bz +ay
Com & mudanca de varidvel (3.9), a equacao (3.8) fica
(a® + b)w, + cw = d. (3.10)

Para cada ¢ fixo, a equacio (3.10) é uma EDO de primeira ordem com
fator integrante |

1 cs
;. =i i 3.11
uﬂ+bﬂexp(a9+bﬂ) (3:11)
Multiplicando (3.10) por (3.11), obtemos

d s _d Cs _
E[wexp(u2+b2) TE2+E P @ e i

Portanto, para ¢ # 0, a solugio geral de (3.10) é

wlot) = S+ o) exp (o)

e a solugiio geral de (3.8) & !

e

o) =+ fte s an)exp (200 e b))

No caso em que ¢ = (), a solugio geral de (3.10) &

d
w(s, 1) = m s+ f(t)

e a solugio geral de (3.8) é

vz, y) =

d
a7 152 %+ by) + f(~bz + ay),
onde f € CY(R) é arbitréria.
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A ideia utilizada no exemplo acima pode ser aplicada mesmo que 0s
coeficientes ndo sejam constantes. As curvns caracteristicas planas da
Equacio (3.2) satisfazem o sistema

z'(8) = alx(s),y(s))
y'(s) = ba(s), y(s))

e sao solugoes da EDO de primeira ordem
alx, y)dy — bz, y)dx = 0. (3.12)

Se as solugdes da EDO (3.12) forem da forma t(x,y) = k, onde k &
uma constante arbitrdria, serd natural eseolher ¢ como uma das nossas
novas varidgveis, Existe numa certa liberdade na escolha da varidvel s
basta garantir que s = s(z,y), t = t(z,y) seja, de fato, wna mudanga
de varidvel de classe €' em (1. Para isto, basta que o jacoblano

8s,t) _
Bay)

nunea se anule em 2. Observe que, se t, nunca se anular em £ (respec-
tivamente, , nunca se anular em () poderemos escolher § = (respec-
tivamente, s = y). Note também que, se s for constante ao longo das
trajetérias ortogonais as caracteristicas planas, como no E:-:em;:_rulﬂ 3.3,
o jacobiano nunca se anulard, pois as curvas de nivel das funcoes s e
t serdo ortogonais, ou seja, oS gradientes seriio ortogonais e, portanto,
linearmente independentes. E claro que as trajetérias ortogonais séo
solucdes da EDO

Sr Sy
te 1

b(z, y)dy + a(z, y)dz = 0. (3.13)

Exemplo 3.4. Ache a solugiio geral de
w2y — Tyuy + yu = Ty (3.14)

no semiplano = < 0. Neste caso, as curvas caracteristicas planas séo
solugbes da EDO

zgdy+zyd:r=l}=‘-ra— = y=

dy__g
T

Bl
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dEIﬂﬂE Esmlher B
Como ty # po finind ;
odemos escolher ¢ = - W e Defnindo v(a.4)
1

e anga de ‘n'ﬂl']'.ﬁ.‘h'ﬂl a8 =

obtendo a mud
u(z,y), v satisfaz a EDP

: (3.15
StV s )
que tem como fator integrante | t
: = — 8XD — =g )=
: il Al ( 28 )
boo([3%) 7
5 5

tor in ante, obtemos
Multiplicando & Ao I:3.15] pelo fator integr
ulfap. t

2
A% (__,)
ai ("HP ('fﬁ)) =3 TP\ 28

a
3.15) é

e a solucdo geral de (
L
v(s,t) =1+ f(t) exp (.'2'5_2) :

Voltando &s varidveis z, , a solugdo geral de (3.14) é
y 1
u(z,y) = ay + flzy) exp (2—,_;;) z < 0, |

onde f € CYR) é arbitrdria.

Exemplo 3.5. Ache a solugdo geral da equacao
Pig + (2 — 1)ty + 7 = £, (3.16)

As curvas caracterfsticas planas sdo soluces de

— | ——

M T
=Yy=1I- hlxl+£$ﬂy=ﬁiﬁnémey_1=h
T

wy-(z-lde=ps M _2-1__ 1
dr 1

Iﬂg[l E{Ij E.I'J - E:E-T:'—:I‘

ponto. No entanto z quanto ¢, se anulam em algu®

= ¥z, obteremos

8y 8y -1
Lot (i 1 E
¥ E}E!r T Tel—1 = .__E'E,I'—r-_'; ?‘.__ [L \i!'{:I? y] c IE', i
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Fazendo a mudanca de varidve]

S=yY~—z, t=gel "

[ dEﬁnindD U{E, f.} = u'l:ﬂ::yjp

v satisfaz a EDP

Vgl 0=—p"2, (3.17)
Multiplicando pelo fator integrante " obtemos
i =
B te™y __ =g  _fe—®
s (ve™ )= —¢ ¢
cuja solugio é dada por
1 —a
v(s,t) = 3 + f(t)et™". (3.18)

E interessante observar que, embora os coeficientes da equacio (3.17)
sejam infinitamente diferencidveis (de fato, fungdes analiticas), a solugio
(3.18) tem uma descontinuidade em ¢ = 0. Voltando as varidveis = e y,
obtemaos

Ty

u(z,y) = + flze?™")e™, x#£0,
onde f € C1(R — {0}) é arbitriria.

4 Exercicios

Secao 1: Alguns Exemplos

1. Resolva:

(i)
Uy = fI.TIE ‘|'E.I'2-| e [Iry} = ]E‘E'.'
u(z,z?) =z +2%, R

(if)

1

uyzmn(i) se >0, yeR,

w(z,0) ==z, z>0.
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. a 1480
2. Verifique se os problemas abaixo tem solugao €, neste caso, encogy,

todas as solugoes:
(i) 2
Uy — pe’ se {I:y} e k%,
2 v 44 yeR.
u{y ,'y} =g’ +Y.
(ii)
2
Uy = :I:'Eyi [‘I:yl € R,
'11-{?21 y:] = yEEy, Y = R.
(iii)
u, = 2zy, (z,¥) € R?,
u(eh,y) =y* +1, yER.
(iv)

ur = 2zy, (z,y) € mzs
H(I,IE} =1, reR.

(v)

Uz = 21":‘?? {I:y] = ]E-i,
u(z,z*) =z, z € R.

3. Mostre que o problema

uz = h(z,y), (z,y) € R?,
up(y),y) = f(y), y R,

tem uma ﬁnicg, solugdo u € C(R?) e ache uma férmula para u, S9P*" o
queheCH(R?) ep, f et (R) séo conhecidas.
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Secao 2: O Problema de Cauchy

1. Encontre as curvas caracteristicas planas das equagbes a seguir.
(i) Sug—duy, =g
(i) Buz+4duy =% + 1 + 2%
(i) uz—3uy = sen x + cosy
(iv)  ug — auy, = €™ cos(by) (@, b, m constantes)
(v)  2uz +yPuy =23

(vi)  ur+ zuy = 2% + 3y

(vili) 2%u; +y*u, = azu (a constante)

(ix) wurtacoszuy,=cosz+y (aconstante)

2. Resolva, indicando a regido do plano onde a solucao ¢ valida:

(i)

(i)
Bty - daty = I +14 93
uf4t, —5t + 1) =te’, teR.
(i)

Uy — Euy = s&n & -+ COsS Y )
ult,t) = p(t), tER (p uma fungiio dada).

-

- I
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(vi)

vii)

(viii)

(ix)

inear Cap,
i4 Equacbes de Primeir2 Ordem: O Caso - l
L (iv) "
_ ome cos(by) (@B mjﬁtan =
tly — Oty = je R {F mi funcao dﬂdﬂji

u[ﬂ!,f-} = p(th

r 3
rue + il"l"i' SE
u{.r.[} =1, zr-” 0.

s + Tly — I3 + 'H'Iy
u(0,y) =¢" VER

Ay

——

. I 2.
;_-?u,—-Iyll"=2T +ry+r 41

u{I‘r+]}=ti+hf}ﬂ.

I':ll; + y:uy =ary la constante)

w(l.t)=a, t >0

Uy +acoeru, =cosr+y (a constante, a # ()
u(x/2,y) = (In(sen y))/a, D <y < =,

3. A resolugio de problemas de Cauchy para equacies quase linear™
¢ bastante semelhante ao caso linear: a diferenca ¢ que, o caso GUASE
linear, precisamos trabalhar com curvas em RY. Definimos: uma curte
caracteristica para a EDP

II{.I.'. Mg 4 HI.F.H]'U., — E{I. w,u) ['ll
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é numa curva suave que admite uma parametrizagao

C:t eI (alt), B(t),n(t) € R®,

1 um intervalo aberto, tal que

o/ (t) = a(a(t), B(t), n(t)),
g'(t) = bla(t), B(t), n(t)),
n'(t) = e(a(t), B(t), n(t)).

Uma curva suave I': t € I — (o(t), p(t), £(t)) € B? é dita regular para a
EDP (*) se os vetores (o'(1),p/(2)) e

(alo(t), p(t).£(1)), bla(t), p(t),£(t)))

nunca sio paralelos qualquer que seja t € I. Como no caso linear,
& possivel mostrar que, se I' for uma curva regular, existird uma tnica
solugdo cldssica para o problema de Cauchy para a EDP (¥) com condigio
inicial u{e(t), p(t)) = &(t), t € [ em uma regido aberta do plano contendo
a curva plana ~(t) = (z(t), p(t)), t € I. A solughio é obtida integrando-
se ao longo das caracteristicas (em B*) que intersectam a curva I'. Isto
corresponde a resolver o sistema

z.(5,1) = a(z(s,t), y(s, 1), v(st), =(0,t) =olt),
HE{H: t} — Ei{fcl:.ﬂ, t’:lf 3(31 t:h 'i-"l::‘i"i t:”? y{_D:l f'j — F'{t:l':-
113{5, t} = ﬂ{m{31 t]':- !J':Sf t},'i.l!:ST t:]}, ’-H{E]., t’:' = ‘EU]:

e definir u(x,y) = v(s,t). Utilize essas ideias para resolver os problemas
a seguir, indicando a regido onde a solugao & vilida.

(1)
w(r,1)=1, zeR
(ii)

Uty + TUy = Y
u{ﬂ!yj == ¥ 0
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(iii)

2yt + 1y = 2ayu’
w(t,0)=¢t telR

(iv)
— Yy + Uy =u’ + 1
u(z,0) = —z%, £>0
(v)
Ully + Uty = —I — Y
u(t,~t)=2t, t >0
(vi)
2P + yPuy = u?
u(t,28) =1, t >0
(vii)

(2® + y*)us + 2zyuy = 2u
u(a,acost) =asent, 0<t<w (a constante, ¢ > (1)

Segao 3: Solugao Geral
1. Ache a solucdo geral de cada uma das EDPs abaixo:
() wy=a? 42
(i) uz= sen(z/y)
(i) Buy —du, = z2
(iv) e —3uy = sen x + cosy
(V) Uz —auy=e™ cos(by) (a,m.b constantes, m? + a2b% # 0)
(vi) yuz—zuy, =0
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(vii) Uz=—duyt+u=z+y+1
(viii) z + zu= 2z + 32y
(ix) oue—zyuy +yu=1y
(x) Suz+dugtu=x"4+1+ 2%
(xi) YUz — 2Puy +yu =0

(xii) (4 e)us + (¥ + Ay +yu =10 (a5, constantes)

2. Faga a mudancga de varidvel £ = In|z|, 7 = Inly| para obter a solugao
geral de cada uma das EDPs abaixo:

i) 2ouy—gu,=0
(ii) 2zuy+ 3yu, = In|z|
(i) e — Touy = 0%
(iv) 8zu; — Syuy +4u =z’cosz
)

azi; + Byuy +yu=1*+3y* (o, f,v constantes)

(v

3. (Antes de resolver esses problemas, veja o Exercicio 3 da segunda
secao.) Para cada uma das EDPs abaixo, encontre as curvas carac-
teristicas em B? e, com o auxilio de uma curva regular arbitrdria, deter-
mine a solugio geral.

Uy + Tty = U

)

(ii) Uy + Uy = U
) wlup+ yluy = zu
)

TYUy = Yty =LY+ T —u
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Capitulo 3

Equacdes de Primeira Ordem:
Nem Tudo S3o Flores

O objetivo deste capitulo é mostrar alguns exemplos do que pode acon-
tecer com problemas de Cauchy se o teorema de existéncia e unicidade

falhar ou se a equacio nao for linear. O capitulo tem trés secoes: na pri-
melra estudaremos, ainda no caso linear, situacdes onde o teorema nio
€ valido; na segunda discutiremos a propagagio de singularidades: final-
mente, na iltima secao introduziremos as chamadas ondas de choque,
que aparecem em certo tipo de problema ndo linear e tém sido objeto
de muita pesquisa nas tltimas décadas.

1 De Volta ao Problema de Cauchy

Definimos, anteriormente, as curvas caracteristicas planas para a equacio

a(z, y)uz + b(z, y)uy = e(z, y) (1.1)

como sendo as curvas s — (a(s),f(s)) que tém tangente no ponto
(e(s), B(s)) paralela ao vetor (a(a(s), B(s)), b(a(s),B(s))) ou, equiva-

lentemente, que satisfazem

o'(s) = a(a(s), B(s)),

(1.2)
B'(s) = blals), B(s))-
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Quando a curva inicial Y(t) = (o(t), p(t)),

s t € I, ndo é tangente As curvas
caracteristicas planas, vimos que o probl

ElnA

(2, Y)uz + bz, y)uy = c(z,y),
u(o(t), o(t)) = £(2), t € 1. 14)

tem uma tnica solugio,

E o que acontecerd se a curva inicial v for
uma curva caracteristica

plana? Pelos exemplos da primeira secio do
Capitulo 2, esperamos que o problema nfo tenha solucio ou tenha uma
infinidade de solucées. De fato, € isso o que acontece e o que diferencia
um caso do outro é o conceito de curva caracteristica espacial (por isso
a nossa enfase até agora no adjetivo “plana”): uma curva caracteristica
bara a equagio (1.1) € uma curva suave s — (a(s), 5(s), £(s)) € R? fue

tem tangente no ponto (a(s), 3(s), £(s)) paralela ao vetor (a(a(s), B(s)),
b{a(s), B(s)), e(a(s), B(s))); equivalentemente, a, 8 e ¢ satisfazem

o/ (s) = a(o(s), B(s)),
B'(s) = bla(s), B(s)), (1.4)
£'(s) = ela(s), B(s)).

No caso em que a curva inicial v ndo é tangente #s curvas ca-
racteristicas planas, a superficie solugio é gerada pela curva I': ¢t
I ++ (a(t),p(t), f(t)) e pelas curvas caracteristicas em R* que inter-
sectam I'. De fato, dada uma caracteristica de (1.1) que intersecta
' no ponto (o(ta), p(to), f(to)), podemos achar uma parametrizagio
s —+ (als), B(s), E(s)) dessa curva satisfazendo (1.4) com

(a(0), 8(0),£(0)) = (a(to), p(ta), f(to)), (1.5)
logo a caracteristica plana que passa pelo ponto (e(tp), p(ty)) é preci-

samente (z(s,tp), ¥(s,t0)) = (@(s), B(s)) e, portanto, usando a equagio
(2.15) do segundo capitulo,

u(als), B(s)) = £(to) + fﬂ " lalv), B(v)) dv

:f{tq}+fs ¢'(v)dv
0

= f(to) +£(s) — §(0)
=£(s)
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por (1.5), o que prova que essa caracteristica estd na superficie solugs,,
Por outro lado, a superficie solugio é parametrizada por

(8,2) = (z(s,t), u(s, 1), v(s. 1))
e, para cada tp fixo, definindo

EII{E] = :E[j‘?!'tﬂ}!
,Iﬂl:ﬁ:l = y(s,1a),
£(s) = v(s, to),

as equagoes (2.10) e (2.13) do Capitulo 2 mostram que «, § e £ satisfazen
(1.4) e (1.5) e entdo, para cada ty fixo, & curva s = (z(s,1g), y(s, y),
v(s,fp)) ¢ uma caracteristica que intersecta I' em 5 = 0, o que prova. que
a superficie solugio é de fato gerada por I' e pelas curvas caracteristicas.

Vamos discutir agora o caso em que v é uma caracteristica plana
mostraremos que se I' for uma caracteristica, o problema terd uma in-
finidade de solugdes e, se I' nao for uma caracteristica, o problema nao
tera solucio.

Z, superficie solucao

1

/—c‘n:wa.s caracteristicas

-
T }I
. }EIJI‘LFH.S caracteristicas planas

Fig. 7: A superficie solucio é gerada pela curva inicial em B3, T,
e pelas curvas caracteristicas em B3,

Vamos supor primeiro que I' é uma curva caracteristica para a EDF
(1.1). Seja & uma curva plana qualquer que nunca é tangente s c#
racteristicas planas e que intersecta v no ponto (o(sg), p(so)), seja t
(p(t), q(t)) uma paramerizagio de § com ' 1

(P(0), 4(0)) = (o(sp), p(80)) (1.6)
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Secdo 1 De Volta ao Problema de Cauchy 51

e seja r uma fungao arbitraria de classe C! satisfazendo
r(0) = f(so). (2.7)
Pelo que vimos anteriormente, o problema

al(z, y)u, + bz, y)uy = c(z,y) (1.8)
u(p(t), q(t)) = r(t)

tem uma inica solugio u em uma vizinhanga de §; além disso, a su-
perficie solucio contém a curva A: t — (p(t), g(t), r(t)) e contém todas
as caracteristicas da EDP que intersectam A; em particular, a superficie
solugdo contém I', pois

(p(0),g(0),7(0)) = (o(s0), p(s0) f(50)) €ANT

por (1.6) e (1.7). Logo, u ¢ solugao de (1.3). Como existe uma infinidade
de escolhas possiveis para a curva 4 e a fungao r, 0 problema tem uma
infinidade de solugoes.

Vamos supor agora que 7 € uma caracteristica plana, mas I' nao &
uma caracteristica para (1.1). Suponha, por absurdo, que o Problema
(1.3) tem solugio nesse caso: se u for uma solugio, entio, qualquer que
seja t € I, derivando a condicio inicial obtemos

o' (thue (o (t), p(t)) + £ (Duy (o (t), p(2) = F(2). (1.9)
Por outro lado, a EDP (1.1) no ponto (e(t), p(t)) fica

ala(t), p(t))uz(a(t), p(t)) + bla(), p(t))uy(a(t), p(t)) = clo(t), mi:t}l- }
1.10

Comparando (1.9) e (1.10) e usando o fato de que os vetores (o'(t), p'(t))
e (a{o(t), p(t)), b(a(t), p(t))) sio paralelos (pois -y é caracteristica plana),
obtemos que os vetores em R

(o'(2), £'(1), f(1)) e (ala(t), (), bla(t), p(t), ela(t), plt)))

também sao paralelos, ou seja, I' € uma caracteristica, o que contradiz
a hipétese. Portanto, o Problema (1.3) ndo tem solugéo neste caso.
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Exemplo 1.1. Considere o problema

Uz, y) = 2z, _
uw(z,0) = f(z), z € R. E]'MJ

Neste caso, as caracteristicas planas sdo as retas horizontais, logo
problema terd solugéio se e somente se a curva I': & — (1,0, f(t)) for
uma caracteristica, ou seja, se os vetores (1,0,2t) e (1,0, f'(t)) forem
paralelos, o que é equivalente a

Ft)=2t e f(t)=1% + ¢, cconstante.

Logo o problema s6 terd solugio se f(z) = x* + ¢ para alguma constante
c: neste caso, escolhendo a curva 4§ como sendo o eixo dos y e r(y) de
classe C! com

r(0) = f(0) = ¢, (1.12)
obtemos
Up = 2T
u{ﬂ,y} = T{E}')

cuja solugdo é
uw(z,y) = u(0,y) + f 2t dt = r(y) + z°.
il

Portanto, no caso em que f(z) = 2% 4 ¢, o problema tem como solugio
todas as fungdes da forma

u(z,y) =r(y) +z°
onde r é de classe C! e satisfaz (1.12).

Voltando ao Problema (1.3), o caso em que a curva inicial ~ é uma
caracteristica plana é um caso extremo. O que acontecerd se a curva
7 for tangente a uma caracteristica plana em um determinado ponto”
Pode ocorrer, como no Problema (1.9) do Capitulo 2, que, para qualquer
vizinhan¢a do ponto onde -y é tangente a uma caracteristica plana, sem-
pre exista uma caracteristica plana que intersecte 7 mais de uma vez €
outra que nao intersecte « passando por essa vizinhanca (veja a Figura
8): a existéncia de uma caracteristica plana intersectando  mais de uma
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VEE D?riga. o dado inicial f a satisfazer alguma condicio para que exista
solugao, pois o valor da solucio em um dos pontos da intersegido deter-
mim} o valor da solugdo ao longo de toda a curva caracteristica plana;
a ematenci% de uma caracteristica plana que nao intersecta ~ faz com
que 31 solugao, se existir, nio seja linica, pois o valor da solucao ao longo
de tais caracteristicas niio est4 determinado. Pode acontecer também
Que, MEeSmo com a tangéncia, por cada ponto de v passe exatamente
uma -::ars?m:teﬁstica plana que intersecta + 86 neste ponto: isto, de fato,
permite Integrar ao longo das caracteristicas planas, embora possamos
perder diferenciabilidade. Vamos primeiro ver um exemplo onde tudo
funciona.

(@ (to)Plts))

LT F 3
k

caracteristicas planas

Fig. 8: Em qualquer vizinhanca de (o(t5), p(tg)) passa uma
caracteristica plana que intersecta v mais de uma vez e
outra que nao intersecta -y.

Exemplo 1.2. Vamos resolver o problema

ur(T,y) = m!

u(z,2%) = f(z), z €R i)

Neste caso, as caracteristicas planas séo as retas y = ¢, ¢ € B, e, embora
a curva inicial v: t € R — (2,1°) seja tangente & reta y = 0 em ¢ = 0,
cada caracteristica plana intersecta v em apenas um ponto. Podemos
entdo integrar ao longo das curvas caracteristicas planas para obter a
solucéo:

8

wen)= [0 d+ 1@ =5 -5+ 1)
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vemos abstratamente o método de integragio ag

do desenvol
Quando dese (1.3) supond

longo das caracteristicas planas para resolver o Fm]::ieina
que a curva inicial ¥ néo é tangente As caracteristicas p‘l_ﬂ.[ms., Usa.
mos este fato para provar gue o jacobiano da transformacao (s, t) —
(z(s,1),y(s,t)) é diferente de zero em uma vizinhanga da curva 7. Ng
¢ASO em que permitimos a tangéncia, o jacobiano se anula no ponto de
tangéncia. Pode ocorrer entdo que, mesmo no caso em que cada ca-
racteristica plana intersepta -+ em exatamente um ponto, a mudanga
de variavel (s,f) — (z,y) nfio seja mais diferencidvel e, portanto, a
solucio encontrada integrando ao longo das earacteristicas pode nao ser
de classe €', Uma pequena modificagio no Problema (1.13) exemplifica

esta situacio: basta considerar

LY
- jj
; *(xg.V0)
7 '{E "
caracteristicas planas 4 7
/

Fig. 9: Embora a curva inicial v seja tangente a caracteristica plana
y = 0, v intersecta cada caracteristica plana em exatamente um ponto
(Exemplo 1.2).

e =1
u(z,z%) = f(z), z € R:

entdo as caracteristicas planas sio as mesmas e a solugio é

(1.14)

T f;dt-k f(z) =2 — ¥+ f(z),

que nao é diferencidavel em y = 0.

E interessante observar que, antes mesmo de determinarmos a exis-
téncia ou nao de solugdo para o Problema (1.3), é possivel determina!
formalmente as derivadas da solugao u (se existir!) em qualquer pontd
(a(to), p(to)) da curva inicial 4 onde ela nio é paralela is caracterfsticas
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Secdo 1 De Volta ao Problema de Cauchy 353
planas — nio s6 as derivadas de primeira ordem, mas as de qualquer
ordem, supondo, evidentemente, que as funcdes a, b ¢, g, p e [ sdo infi-
nitamente diferencidveis. Para calcular as derivadas de primeira ordem,
reescreva a EDP no ponto (g(t), p(t)) e derive a condigao inicial em t de
modo a obter

alo(t), p(t))ux(o(£), p(2)) + b(o (8), p(#))uy (o (8), p(1)) = cla(t), p(2)),

o' (t)uz(o(t), plt)) + o' (thuy (o (2), p(t)) = F'(2).
(1.15)

Como (o }
alo(to), p(to))  blo(to), plto)) )
det, : 0,
( a'(ta) o' (o) #
por continuidade o determinante é diferente de zero em uma vizinhanca
de { = fp e podemos resolver algebricamente o sistema (1.15) para
uz(o(t), p(t)) e uy(a(t), p(t)). Para obter as derivadas de maior ordem,
basta derivar a EDP, u.(o(t), p(t)) e u,(c(t), p(t)). Por exemplo, para
calcular wyy , derive a EDP em relacio a z:

ﬂ'u'm + bﬂym —_ I:E — El_-g‘l.!-_-i; EESE Ei'_-:tl.u,
e derive u.(a(t), p(t)) em relacio a t para obter

a(o(t), p(t))uz=(o(t), p(t)) + bla(t), p(t))ug (o (t), p(t)) = F(t) (1.16)
o' (t)tuzz (o (1), p(t)) + 0/ (Lhury (a(t), p(t)) = G(2) '

onde

F(t) = (cx — azus — beuy)(o(t), p(t))

G(t) = ‘&dE (uz(a (), p(t)))

sio fungoes conhecidas; o sistema (1.16) pode ser resolvido algebrica-

mente para uz(c(t), p(t)) e uzy(e(t), p(t)) para t em uma vizinhanga de
t = tp. Podemos, entdo, escrever formalmente a solucio desenvolvendo

em série de Taylor em torno do ponto (zo, o) = (o(to), plto)),

(2,y) ~ Z Cmn (2 — 20)™ (¥ — yo)". (1.17)

m,n=(

E natural perguntar quando a série em (1.17) converge e, nos casos de
convergencia, se a soma da série € solugao do Problema (1.3). De fato,
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essas duas perguntas ¢ positiva se SUpUSeITIOS, ?l‘em dag
b, ¢, o, p, [ sdo analiticas, ay

de Taylor em torno do pontg

a resposta a
condiches ja enunciadas, que as fungoes a,
seja, a, b e ¢ tém uma expanséo em série hy
(zo,0) € &, p, f admitem uma expansao em serie de Taylor em torno dq
ponto tg; neste caso, a série em (1.17) converge em i vmnha.m;:a 51;
do ponto (zg, 4), € solugiio da EDP em (1.3) em V' e satisfaz a r:ﬂnd_u;&u
inicial em (1.3) para t em uma vizinhanga de fg. Esta aﬁrmm;:a-:p é
uma das formas mais simples do teorema de Cauchy-Kowalewski ¢ g
leitor interessado deve consultar um livro mais avangado de Equagoes

Diferenciais Parciais como, por exemplo, Zachmanoglou e Thoe (1976),

2 Propagacao de Singularidades
Vamos voltar ao problema

al{z, yluz + bz, y)uy = clz, ¥), (2.1)
u(or(t), p(t)) = f(t), t€ I, ‘

onde ¢ € I & um intervalo aberto, a curva plana y(t) = (o(t), p(t)) é uma
curva suave, as fungdes a, b, ¢ sio de classe C' em algum subconjunto
aberto de B? contendo a curva ye f: I — R & uma funcio dada.

No segundo capitulo vimos que, se f € C'(I) e se a curva ~ nio
for tangente As caracteristicas planas, entdo o Problema (2.1) terd uma
linica solugao cldssica em uma vizinhanga da curva . A solucéio no ponto
(20,30) & obtida inteprando-se a equacio ao longo da curva caracteristica
que passa por (xp,yy) = (z(s0, tﬂ}ayfl'ﬂ}fﬂ}} de s = 0, que corresponde
ao ponto

(o(to), p(t0)) = (2(0, %), y(0, 0)),

;:}Ed.sﬂd j iﬂql'&]PDrtmltn’ a{s-;lu;;ﬁu no ponto (xg,yp) depende apenas
cial no ponto (a(tp), p(ts)) € v; por esta razs

: ; razdo, o ponto

{ur(fuj,p(i?}] ¢ chamado o dominio de dependéncig de (xq 1qu pDP“T

razne.? andlogas, a regifio de influéncia de uma parte ::1311:1.11‘;"& 7€

o conjunto de pontos por onde passam as caracteristicas planas que in-
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caracteristicas planas
Fig. 10: A regido de influéncia de 5 é determinada pelas
caracteristicas planas que intersectam .

Se retirarmos a hipétese f € CY(I) mantendo a hipétese sobre =,
podemos proceder da mesma forma, 86 que nio obteremos mais uma

solugio cldssica. Se f (ou f') tiver uma descontinuidade em ty, entdo
u {ou alguma de suas derivadas) terd descontinuidades ao longo da ca-

racteristica que passa por (o(tg), p(to)). Portanto, as singularidades sdo
propagadas ao longo das caracteristicas planas.

Exemplo 2.1. Vamos considerar o problema

— Yy + Tuy, = dry,
u(z,0) = flz), z = 0, (2.2)

onde

f(::]:{::i se 0<z<l,

1 se = >1.

Como vimos no Exemplo 2.2 do Capitulo 2, as caracteristicas planas sio
circulos centrados na origem e a solucio do Problema (2.2) é dada por

22 +3y° se 2?4yf <,
ul:m'ly}: g 2 T
141 = T +y >1.

Note que u € C(R?), mas u nao ¢é diferencidvel no circulo 22 +32 = 1: u
satisfaz a equachio diferencial no interior e no exterior deste circulo, que
€ precisamente a caracterfstica plana contendo (1,0).

F
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Exemplo 2.2. Vamos considerar agora o problema

HI'I'm#y:ng

(2.3
u{n.y}=§,y#u, J

onde b é constante. Neste caso, a curva inicial é o eixo dos y, mas a
fungdo é descontinua na origem. Como as caracteristicas sao as retas

y==br+e¢
onde ¢ é constante, a solucio de (2.3) nio estard definida ao longo da
reta y = bx: de fato,
_ 1 2
H{E,y} - y — b L {mryj €R® com d ?é |!:"ﬂ!::—

¢ solugao de (2.3), no sentido que u satisfaz a EDP fora da reta y = b,

A situagao no caso nao linear, tanto no que se refere & propagacio
de singularidades quanto ao comportamento da solugio, é bastante di-

ferente. Para ter uma ideia do que pode acontecer, vamos considerar
equacoes nao lineares da forma

u+ (f(u))z =0, t>0, zeR, (2.4)

onde f & uma fungio de classe €2 dada. Observe que a Equacao (2.4)
pode ser escrita na forma

ur + blujuy =0, (2.5)
onde
b(u) = f'(u). (2.6)

Equm;ﬁes do Fip::: [2..4} aparecem no estudo de fendmenos ondulatérios
(sem efeitos dissipativos) nio lineares, como, por exemplo, em dindmica

dos gases. O que corresponde as caracterfsticas planas neste caso sao as
curvas no plano xt satisfazendo l

dx
3 = blu) (2.7)

onde u = u(z(t),). Ao longo de tais curvas y € constante, pois

d dx
£ {H(E{t}: t}) = Uy E +up =y 4 bu)u, = 0,
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logo as curvas definidas por (2.7) sao, de fato, retas. E claro que Eﬁt:‘flﬂ
retas nio podem ser determinadas e priori, uma vez que a Equacao
(2.7) envolve o valor (desconhecido) de u ao longo da curva. lf*c-demcrs,
no entanto, usar estas curvas para achar a solugdo de (2.4) satisfazendo
uma determinada condigio inicial

u(z,0) = ug(z), xR (2.8)

A ideia aqui, como no caso linear, é construir a solugao utilizando as
“caracterfsticas planas” que intersectam a curva inicial plana t = 0.
Dado zp € R, u € constante e igual a ug(xzg) ao longo da reta contendo
o ponto (xp,0) e satisfazendo (2.7), ou seja,

u = ug(zo) (2.9)
ao longo da reta
x = b{ug(zp))t + o - (2.10)

Chamaremos de caracteristicas planas para os Problemas (2.5), (2.8) as
retas (2.10). Baseados no caso linear, esperamos que as Equagdes (2.9)
e (2.10) determinem a solugdo do problema. Isto ocorre, de fato, em
uma faixa ¢ € (0,T) mas, ao contrdrio do caso linear, as caracteristicas
planas podem se intersectar.

Exemplo 2.3. Considere o problema de Cauchy

u + utt, = 0
u(z,0) = uo(z) &1l
onde
1 se x <0,
ulr)=91l-z se 0<z<l,
0 88 T >1.

A equagio em (2.11) é a equagao de Burger sem viscosidade (compare
com a equagio (1.12) do primeiro capitulo) e é da forma (2.4) com
f(u) = u?/2. Neste caso, as retas (2.10) se intersectam para t > 1, de
modo que a solugio dada por (2.9), (2.10) s6 & valida para ¢ -::_1.3 As
caracteristicas planas para o Problema (2.11) sdo dadas por

L+ zp se xp <0,
=< (1—zg)t + zg se 0<zp<1,
o se xp>1.
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Sex <t < 1, ento ¢ = ¢ + o para algum zp < 0 e, portanto, y -

up(zg) = 1; se t < ¢ < 1, o = (1 —xp)t + 2o para algum zg € [0, 1], log,
z—t 1l-—=z
u=uu{:¢u}=l~—$n=l-m=l—_—t1

fnalmente, se t < 1 < =z, entdo u = up(z) = 0. Concluimos que ,
solugio do Problema (2.11), definida para 0 <¢ <1, é

1 g g<t<l
u(z,t) = ¢ =2 e t<z <1, (2.12)
0 e <1<z

Observe que a funcao u definida por (2.12) nio é uma solugao classica,
pois u € C'(R x (0,1)): as derivadas parciais de u nio estdo definidas
ao longo dos segmentos de reta {(t,t) : 0 <t <1} e {(1,1): 0<t <1},
Isto era de se esperar, jd que essas sio as caracteristicas planas contendo
(0,0) e (1,0), respectivamente, e a condicio inicial nfo & diferencidvel
emx =0ex=1. Fora desses segmentos de reta, é claro que u satisfaz a
EDP em (2.11); note também que u € C(R x [0, 1)) e satisfaz a condigio
inicial em (2.11).

7
Z

Fig. 11: Caracteristicas planas para o Problema (2.11).

Je=pFmalsee = =

Em relagio 4 propagacao de singularidades, a situaglo no caso nad
linear é também muito diferente.

Exemplo 2.4. Vamos considerar novamente a equacio de Burger, m
com uma condigao inicial diferente,

U + vt = 0,

H[.‘I.', []} = ﬂ.u[m:], {E,IL-Il
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onde
0 sex <0
up(x) = |
1 se x>0,
A funcao
] se z<0,1t>0,
ulz, t)=<{zft se 0<z<t t+#0,
1 sex>t>0,

é continua em R x [0, +00) — {(0,0)} e é solucéo do Problema (2.13),
ou seja, satisfaz a EDP para ¢ > 0 fora das caracterfsticas contendo a
origem e satisfaz a condicdo inicial.

Este exemplo mostra que podemos ter uma solugio confinua para
¢ > 0 embora a condigao inicial (t = 0) seja descontfnua: a descontinui-
dade da condigao inicial nfio é “carregada” pelas caracteristicas planas.
No exemplo acima, apenas as derivadas sio descontinuas ao longo das
caracteristicas planas contendo a origem. Fste ¢, evidentemente, um
fendmeno puramente nao linear.

3 Ondas de Choque

Vamos voltar ao Exemplo 2.3: note que nio é possivel achar uma solugdo
global, ou seja, definida para todo ¢ > 0, que seja continua no ponto 55 i 1
umavezqueu = lnaregiaor <t <leu=0naregifiot <1< z: além
disso, mesmo admitindo solugtes descontinuas (por exemplo, fungées que
sa0 descontinuas ao longo de uma curva suave e que satisfazem a EDP
fora dessa curva), ndo saberiamos como determinar a solugao na regiio
1 <z < t, uma vez que cada ponto nesta regiao estd em exatamente
trés caracteristicas planas (veja a Figura 11).

Ainda em relagéio ao Problema (2.11), note que as Equacges (2.9) e
(2.10), neste caso, determinam uma superficie (que nio é o grifico de
uma fungio de = e t) no espago rtu, parametrizada por xg e t. A Figura
12 mostra a projecao das curvas s — (z(s, tg), #g, u(s, fg)) no plano zu
para diferentes valores de t3. Observe como a curva “quebra” em ¢t = 1.
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Uk ik
A :
1 .:T 1 x
t=10 t=1/2

uf uk

. 3
1 X x
F=1 =131
Fig. 12: Projecio das curvas s — (z(s, t),t,u(s,t)) no plano zu para
diferentes valores de £.

O Exemplo 2.3 é tipico do que acontece quando as caracteristicas
planas se intersectam. Note que, quando x; < 9, as caracteristicas
planas contendo (z1,0) € (z2,0) sfo dadas, respectivamente, por (veja a

Equacio (2.10))
Itz = blug(z))t + z1,
l2 : & = blug(z2))t + 2,

logo Iy e Iz tBm um ponto P em comum se e somente se

blup(z1)) > blug(zs)).

Neste caso, se ug(r1) # uo(z2), uma soluciio global serd necessaria-
mente descontinua em P = (xq, f), pois, quando ¢ — {5 ao longo de I,
1 — up(xr1 ), enquanto que w — ug(xz) quando £ — t, ao longo de Iy
dizemos entao que uma onda de chogue é formada em ¢ = ty . Solugdes
descontinuas fazem sentido do ponto de vista fisico: experiéncias coir
fluidos compressiveis mostram o aparecimento de descontinuidades na
solugdo. Procuraremos entdo funcbes u que sejam descontinuas ao longe
de uma curva z = g(t), t > tg, e que satisfacam a EDP fora desta curva
Note que, se a fungio b(up(z)) for uma funcio mondtona nio decres
cente de x, as caracteristicas nunca se encontrario, pois, neste caso,

T1 < Tz = blup(z1)) < blup(za)).
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Do ponto de vista analitico, isto significa que b(ug(z)) tem derivada
sempre maior ou igual a zero e, portanto, as Equagdes (2.9) e (2.10)
determinam a solugéo para todo t > 0: de fato, a transformagio

z = blug(xp)s + zo
it=g

define uma mudanca de varidvel, uma vez que seu jacobiano nunca se
anula.

Voltando ao Problema (2.11), precisamos enfraquecer o conceito de
solucio, aceitando solugdes descontinuas, e descobrir, analisande o pro-
blema fisico, como definir a solucio na regido 1 < z < t. De fato,
equagies do tipo (2.4) sao derivadas de leis de conservagio integrais da
forma

4 udzr = — f-nds, (3.1)

dt Jg aG
onde G é uma regifo do espaco, © mede a densidade da entidade fisica
em discussdo, f descreve o fluxo e n é a normal exterior ao bordo 8G de
. A Equacgio (3.1) diz que a taxa de variacio da quantidade total de
entidade fisica contida em uma regifio G ¢ igual ao fluxo atravessando
o bordo de (3. No caso unidimensional, & € um intervalo e a Equacao

(3.1) fica
&
= f u(z,t) do = f(a,t,ula,t)) — f(b,t,ub,1).  (3.2)

Observe que, derivando debaixo do sinal de integral, dividindo por (b—a)
e fazendo o intervalo [a, b] tender a um ponto, obtemos a equagio

‘I.|!-¢+fm=ﬂ'

que coincide com a Equagiio (2.4) se f = f(u). Portanto, a solugéo que
faz sentido do ponto de vista fisico é a que satisfaz (3.2).

Voltando & Equacio (2.4), vamos procurar uma solugéo u = u(x, t)
satisfazendo (2.8) e que nio estd definida ao longo de uma curva suave
r = g(t), t = to, onde tg > 0 é o menor valor de ¢ para o qual ha
interseccio de caracteristicas. Vamos supor que u dd um “salto” ao
longo de = = g(t), t > 0,quetp =t = T e vamos escolher a < b de modo

que a porcio de curva = g(t) para tp < ¢ = T esteja contida na faixa
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a < z < b do plano zt (veja a Figura 13). Com esta notagao, vamg,
definir

b
I(t) =[ u(z,t) dz. {313}
i ;=g’[[:}
il : m:/ _E“"
| &
a b x

Fig. 13: Os extremos do intervalo, a e b, sdo escolhidos de modo que
a curva t € [tg, T] =+ (g(t), t) esteja contida em (a,b) x [ta, T1.

Entdo, de (3.2), i

= = f(u(a,1)) - f(u(s,1). (34
Por outro lado, se denotarmos por u, e ug, respectivamente, as solugies
4 esquerda e a direita da eurva x = g(t), entao a Equacio (3.3) pode ser

reescrita como

glt] b
I(t) =-/; ue{::r:,t]d:r-l—fg uglx,t) dz.

(t)

Por hipdtese, 1, e uy tém limites laterais quando ¢ — g(t)” ez — glftjl'h
respectivamente, logo, derivando diretamente,

®
% = g'(t)uc(g(t), 1) + f: Orue(z,t) dz — g'(thua(g(t), )

b
+ Hug(z, t) dz

glt)

{
= g'(t){ue(g(t).t) — ualg(t), 1)} - f: ’ 0 (f(ue(z,t))) dz

h
—f 8, (f(ua(z, ))) da
ait)

= g/ (){ue(g(t),t) — uala(t), )} — fluclg(t), t)) + f(uela,t))
= flual(b, t) + flualg(t), t)).
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Comparando com (3.4), obtemos

¢ (t)(ualg(t), 1) — uelg(t), 1)) = flualg(t), 1) — flue(g(t), 1))
ou seja
sfu] = [f], (3.5)
onde s = g'(t),
[u] = ug(g(t), ) — ue(g(t), )

& o “salto” que u da ao cruzar a curva z = g(t) e

[f] = flualg(t), t)) — fluelg(t), 1))

¢ o “salto” que f(u) d4 ao cruzar a curva £ = g(t). A Equagéo (3.5) é
chamada de condigdo de salto.

Exemplo 3.1. Vamos aplicar estas ideias para achar uma solugiio global

para o Problema (2.11): comou = lparaz <t < 1 e u = 0 para

r > max{1,1}, é natural buscar uma solugio com u, =1 e uy = 0 para
t>1,logo [ul=-1, [fl=-1/2, 5=1/2¢

glt)=t/2+e¢.

Por outro lado, a descontinuidade deve comegar no ponto (1,1), logo a

curva suave ¢ = g{t), t = 1, deve ser asemireta 21 =t + 1. t > 1 e a
solucio global desejada é

1 se mc:tﬂ:lnua:{l—-l_f,tzl,
H[.‘I.‘.rﬂ= e <3< ].,
0 e Euili:r:c-u:-:::-1+t

- %
5 > 1.

A Figura 14 mostra as descontinuidades de w: wu & descontinua ao longo
da semireta 2z =t+ 1, t > 1 e as derivadas de primeira ordem de SA0
descontinuas (além, é claro, da semireta acima) nos

) , segmentos d
r=%0<t<lex=1,0<t<1. - e
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[ &

1tuml um0

l-x

|

1-t

=Y

Fig. 14: Solucio global do Problema (2.11).

Estendendo o conceito de solugao, tornamos possivel resolver pro-
blemas de valor inicial do tipo (2.4), (2.8) que nao tém solugbes globais
clissicas. Ao mesmo tempo, existe o perigo de termos aumentado de-
mais a classe de possiveis solugdes, perdendo a unicidade. De fato, o
Exemplo 2.4 mostra que isso pode acontecer: as caracteristicas planas
nao se intersectam e existe solucio cldssica para t > 0, mas que nio esté
determinada na regifio 0 < x < (veja a Figura 15). Procedendo como
no Exemplo 3.1, vemos que a funcgao

il 0 se z<t/2
e 1 se z>t/2

Sat?sfaz a condigao de salto (3.5) e é solucio de (2.13) no sentido que
satisfaz a EDP para ¢ > 0 fora da reta ¢ = t/2 e, evidentemente, satisfa?
a condigao inicial. Por outro lade, a funcio

0 se z<0,f=0,
ug(z,t) = { z/t e 0<z<t t£0,
1 8¢ T>E>0

€ mr}t{nua em R x [0,+00) — {(0,0)} (logo, em particular, satisfaZ *
condigio de salto (3.5) com [u]l = [f] = 0) e satisfaz a EDP para i r
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fora das caracteristicas contendo a origem. Apenas uma dessas fungoes
tem significado fisico, o problema é saber qual delas.

A solugao 1y no exemplo acima pode ser descartada se introduzirmos
o seguinte critério:

Hipotese 3.2. Dado (z,t), com t > ty, fora da curva de descontinui-
dade, eriste uma caracleristica plana contendo (z,t) que € intersectada
pele curvae de descontinuidade em um instante t; > L.

Da Figura 15, é evidente que nao existe nenhuma curva na regido U <
x < ¢ que satisfaga a Hipdtese 3.2, logo a solugdo global que procuramos
para o Problema (2.13) tem que ser continua.

Ia

2.

Fig. 15: Caracteristicas planas para o Problema (2.13).

0 significado da Hipodtese 3.2 talvez fique mais claro analisando o
Exemplo 3.1: comparando as Figuras 11 e 14, vemos que existem trés
caracteristicas planas contendo um ponto (z,t) na regiao 1 < = < ¢,
mas apenas uma delas intersecta a curva de descontinuidade 2z = ¢ 41,
t > 1, em um instante t > ¢; (se 2z # £;+1, é claro). Isto significa que,
com a Hipdtese 3.2, u. e uy estdo determinadas pela condicfio inicial
u(z,0) = up(z).

Observe que, se

blue(z1,8)) > ¢'(8) > b(ua(za, ) (3.6)

sempre que ; < g{t) < za, t > iy, entdo a Hipdtese 3.2 serd satisfeita.

Do ponto de vista fisico, a Hipdtese 3.2 pode ser justificada através
da teoria de entropia. Para maiores detalhes o leitor deve consultar
(SMOLLER, 1983, pardgrafo B do Capitulo 15); veja também o exce-
lente artigo de Peter Lax (1972) e (WHITHAM, 1974),
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4 Exercicios

Secao 1: De Volta ao Problema de Cauchy

Discuta a existéncia e unicidade para os problemas a seguir e encontrs
todas as solugdes (quando existirem).

1.
Jup — duy = 27,
u(dt,—4t)=t3+1, teR.
2,
2ty — Juy, = sen T 4 cosy,
u(t,—3t+1) = —cost, t e K.
3.
Sy + duy, = 0,
u(ft,e® —1) =4t — ¥ tcR.
4,
Uy —aty =0, (@ constante)
u(z,0e ) =x+e™% z R
5.
Ug — aly =€ cos(by) (a,b,m constantes nig nulas),
u(2t + 1, t* — 2at + a®) = f(1)
6.

Uy — Qly = ﬂﬂﬁ{by:' {H,b constantes nag IIHJ.E.E},

1
u(2t + 1, t* - 2at +a?) = = sen(2abt) cos(b(t* 4 a?))
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7.
Iz'ﬂx+y2uy = Iﬂ+y3
ult,—t) =4, t>0
8.
Uz + Tuy =1 + dxy
u(z,2%) = f(z), zeR
gl
Uz + Zuy = z° + 3oy
ulz,0) = f(z), zeR
10.
xzﬂg—myuy=zz+y2
|t : =t ! t>0
3 )t aE B2
11,

Tlg + Yty = T + g,
uit,~t}=1, t<0.

Se¢io 2: Propagacio de Singularidades

1. Encontre as curvas planas ao longo das quais a solucdo u é des-

continua, sabendo que o tnico ponto de descontinuidade da fungéo
pRaRéEt=1.

(i)
Jur — duy = z
u(4t,3t) =p(t), teR
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(ii)
Sug + duy = 20 + 1+ 26
u(4t, -5t +1) =p(t), teR

(i)
:r:z'u.,., -+ yg'uy = 173
uw(t,1) =p(t), t>0
(iv)
Uy + Tly = T + 3y
u(0,t)=p(t), tek
(v)

ug — YUy, = 22% + 2y
w(t,t+1)=p(t), t>0

Uy — Yy COST =COST + Y
u(w/2,t/w) =p(t), te(0,1)

2. Encontre as caracteristicas planas para cada um dos problemas a
seguir.

(i)
Ut — ully = (),
u(z,0) = -z, TR

e + Uty = 0,

ﬂ'{z" ﬂ] = Hnl:x}, zelR,
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onde
up(x) = 0 se |x| =1,

—lz|+1 se |z]<1.
(iii)

e + 'i,.l!.ﬂﬂ_.: = [}:

u(z,0) = up(z),
onde

uo(x) = 1 se z<0,
0 se z>0.

3. Encontre uma solugio u = u(z,t) em C*(R x (0,1)) N C(R x [0,1))
do problema

wy + uuy =0 R x (0,1)
w(x,0)=—x, zckR.

0 que acontece quando £ — 177

4. Encontre uma solugéo u = u(z,t) em C'(R x (0,1)) N C(R x [0,1))
do problema

ug +uuy =10
u(x, 0) = ug(x)
onde
- [0 se || > 1,
VOREL= —l|z|+1 se |z|<1.

O que acontece quando (z,t) —+ (1,1)?
Secao 3: Ondas de Choque

1. Encontre uma solugao global do problema

g + utug =0
u(z,0) = ug(x)
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onde

1 se <0
E) =15 g6 23>0

satisfazendo a condigio de salto (3.5) e a Hipdtese 3.2.
2. Encontre uma solugdo global do problema

tp — utly =0
u(z, 0) = ug(z)

onde
0 s =<0

wp{z) =4z se O<z <1l
1 se z>1

satisfazendo a condigio de salto (3.5) e a Hipdtese 3.2.
3. Encontre uma solucao global do problema

u + udu, = 0
u(zx, 0) = ug(zx)

onde
1l se <0
ug(z) = { =

0 se >0

satisfazendo a condicao de salto (3.5) e a Hipdtese 3.2.
4. Encontre uma solugao global do problema

U + 1 Uy =0
u(z, 0} = up(x)

ondene Me

1 se <0
HUpliL) = .
[} {ﬂ se >0

satisfazendo a condigio de salto (3.5) e a Hipétese 3.2.
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Capitulo 4

Equacoes Semilineares de
Segunda Ordem

Neste capitulo, classificaremos as equacgoes semilineares de segunda or-
dem e definiremos suas curvas caracteristicas e suas formas candnicas.

1 Classificacao

Em Geometria Analitica, o estudo das curvas definidas por equagtes
do segundo grau em x e y ¢ simplificado pela redugio da equacio &
sua forma normal. Através de uma transformacio afim que leva as
varidvels , y em novas variaveis £, 7, a equagao pode ser escrita na
forma candnica de uma pardbola, hipérbole ou elipse (ou uma forma
degenerada dessas eurvas) em termos das novas varidveis £, . O sistema
£n de coordenadas € o sistema de coordenadas em relagio ao qual a curva
termn sua representacac algébrica mais simples e natural. Nesta secion,
usaremos estas ideias para classificar as EDPs semilineares de segunda
ordem com duas variaveis independentes,

Como vimos no primeiro capitulo, uma EDP semilinear de segunda
ordem com duas varidveis independentes é da forma
ﬂfﬁ: y}uﬂ 4 Eb{:r, y}”ﬂy + ﬂ'[:’:*r l":myy P f[::l:,y, u, Hm:'“-y} (1.1)

e a parte principal da equagio (1.1) é o operador

Lu= R{Eg H]u.m: + Eb{may]uzy + C{I:yj“rﬂr ; (12]
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74 Equactes Semilineares de Segunda Ordem Cap. 4

Em analogia com o caso das conicas, definiremos o tipo da Equagéo (L1
analisando sua parte principal.

Vamos supor que as fungdes a, b e ¢ sio continuas em um aberto ) ¢
R? e nio se anulam simultaneamente. O discriminante da equagio (1.1)
€ a funcao 4: 2 = R dada por

8(z,y) = b*(z,y) - alz, y)e(z, y). (1.3)

Defini¢do 1.1. O operador diferencial L dado por (1.2) e a EDP (1.1)
sao ditos

(i) parabdlicos no ponto (x,y) € Q se 8(z,y) = 0;
(ii) hiperbdlicos no ponto (xz,y) € 0 se §(z,y) > 0;
(iii) elipticos no ponto (z,y) € 0 =e §(z,y) < 0.

O operador L e a EDP (1.1) sio ditos parabélicos (respectivamente
hiperbdlicos, elipticos) em () se forem parabdlicos (respectivamente hi-
perbdlicos, elipticos) em todos os pontos de €2,

Em geral, a Equacao (1.1) pode mudar de tipo no dominio de de-
finigao de seus coeficientes: neste caso, diremos que a EDP (assim como
o operador associado) é de tipe misto. E claro que isso ndo ocorre quando
os coeficientes a, b e ¢ sdo constantes.

Dentre as equagdes que vimos no primeiro capitulo, as equagbes de
Burger e do calor sao parabdlicas, as equacoes de Sine-Gordon e a da
onda sao hiperboélicas e as equagies de Poisson e Laplace sio elipticas
no plano inteiro. A equacdo de Tricomi,

Yl + Uy = 0 (14)

¢ de tipo misto: é eliptica no semiplano y > 0, parabélica no eixos dos
x e hiperbdlica no semiplano y < 0.

Uma propriedade fundamental & que o tipo de uma EDP & invariante
sob mudancas de varidveis “bem comportadas®, Para demonstrar isso,
suponha que § = £(z,y), 7 = n(z,y) sdo funcbes com derivadas até
segunda ordem continuas em uma vizinhanga do ponto (xp, yy) € 0 com
jacobiano

CAEn) |6 ¢
oY) = 5as) = e
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Secdo 1 Classificagdo 75

e suponha que J(xp, ) # 0. Entdo, por continuidade, o jacobiano
nao se anula em uma vizinhanga do ponto (g, 1) e, pelo teorema da
fungao inversa (veja um livro de Céleulo Avancado, como, por exemplo,
(FULKS, 1961)), podemos resolver localmente z = z(£,%), v = v(£,7)

em uma vizinhanga do ponto (€o, 10) = (£(x0, ¥o), 7(z0, 40)) € as fungdes
T ey sao de classe C? nesta vizinhanga. Definindo entdo v(€, n) = u(z,y)
obtemos, pela regra da cadeia,

Uy = Vgbz + Uy,

ty = Veky + vgiy ,
Uz = Vee(€x)” + 2gnlane + 'r.n.ml[ﬂrm}2 + vebzr + UnMzz
Uzy = Vgelaly + Venl€amly + Eyila) + UnyMatly + Vebiny + UnTiay ,
Uyy = Vge(6y)® + 2ugnbymy + Unn(My)* + vebyy + tntyy -

Portanto, se u for uma solugio classica da Equaciio (1.1), entdo v serd '
uma solugéo clissica da equacgao

A(€, m)vee + 2B(E, m)ven + C(E,m)vgm = F(E,1,v, ve, vy) (1.5)

onde

AE'ET ‘i']'] = ﬂ'(may} [gﬂ:}g + EE:"l:*""|;"1 HJEu:Ey + Eizry}{'fﬂ}21
E{E+ ﬂ} — ﬂ.(:l?, ’H] E:!rﬂ:lr T ﬁ{ﬂ, y}{fmﬂy + Eyﬂ':) + ll3':3-'1- y]"ﬁy"'h.r 1
C(€,m) = alz,y)(1z)° + 2b(z, y)namy + clz, y) ()2

Calculando o discriminante da Equagao (1.5), obtemos

AEn) = BlEm)? ~ AEMO(E:) = 8z, 1)(z, 1), |

onde }
8(z,y) = b(z,y)* — alz, v)e(z, y)

¢ o discriminante da Equagdo (1.1). Como o jacobiano nunea se anula |
em uma vizinhanga do ponto (zq, o), o sinal de A(&, ng) é ignal ao sinal
de 8(xg, yp). Em outras palavras, a Equagao (1.1) serd parabélica (res-
pectivamente hiperbolica, eliptica) em (xg, yo) se @ somente se a Equacio
(1.5) for parabélica (respectivamente hiperbélica, eliptica) em (£, ny).

Outra caracteristica importante na classificacio em tipos é a exis-
téncia ou ndo de curvas caracteristicas: definimos, no Capftulo 2, ca-
racteristicas planas para equagoes de primeira ordem; para equagies de
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76 Equacbes Semilineares de Segunda Ordem Cap. 4

segunda ordem, caracteristicas sio curvas planas ao longo das quais g
EDP pode ser escrita em uma forma contendo apenas derivadas totais
de 1, e u, . Curvas caracteristicas sio muito importantes no estudo de
equacoes hiperbélicas; equacdes elipticas nao tém curvas caracteristicas

Para entender o que estd acontecendo, vamos procurar cUrvas carac-
teristicas para a Equacgdo (1.1). Como estamos supondo que a equacin
¢ de segunda ordem, os coeficientes a, b e ¢ nao se anulam simultanea-
mente na regiao de interesse; para simplificar, vamos supor que a nunca
se anula na regiao {1; o caso em que a se anula pode ser tratado de forma
analoga. Em primeiro lugar, a EDP (1.1) é equivalente ao sistema de
primeira ordem

P =g,
g =y, (1.7)
alz, y)pz + 2b(z, y)py + c(z, y)gy = flz,y,u,p,q).

Como u é de classe O, podemos eliminar u das duas primeiras equacoes

em (L.7): derivando a primeira em relacio a ¥, a segunda em relacio a
x e subtraindo, obtemos

Py — qj: e '}-. (1-5}
Multiplicando a Equagiio (1.8) por uma fungéo arbitréiria \ = Mz, y) #0
e somando & 1iltima equaggo do sistema (1.7) chegamos & equacio

apz + 2bpy + Apy — Mgz + eqy = 0. (1.9)

Por outro lado, a derivada em relagio a z de uma funcio w(z,y) ao
longo da curva y = y(z) no plano zy é dada por

d
2z ) =+, . (1.10)
Portanto, escrevendo (1.9) na forma
dP d
Fra Eg =, {1.1]}
onde P(z) = p(z, y(z)) e Q(z) = g(z, y(z)), obtemos

dy 2h 4+ A
pI+pHEE=FI+__ﬂ_py

i .
g:"'ﬁ"yag:fh"%%
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logo
dy 26+ A e
iy Sy M 1.12
dx a A 2]
e A tem que satisfazer a equacio
X2 4+ 26\ 4+ ac=0. (1.13)
Emtao, se
dy
E = #{ETH:I'I' {114}
comparando com (1.12) e (1.13), vemos que p satisfaz
ap® —2bp+c=0. (1.15)

Portanto, o sinal do discriminante § = b? — ac determina se existem
duas, uma ou nenhuma solugio real p = plz,y) da Equagao (1.15).
Conclufmos que: no caso hiperbélico (§ > 0) existem duas familias
de curvas reais satisfazendo (1.14) com g solugo de (1.15); no caso
parabdlico (§ = 0) existe apenas uma familia, enquanto que no caso
eliptico (6 < 0) ndo existe nenhuma. As curvas definidas por (1.14)
com i solucao de (1.15), quando existem, sio denominadas curvas ca-
racteristicas da Equagio (1.1).

Exemplo 1.2. Vamos achar as curvas caracteristicas para a equagio de
onda

ug = iy, (1.16)

onde ¢ > 0 é constante. Como observamos anteriormente, a Equagio
(1.16) ¢ hiperbdlica no plano inteiro, portanto tem duas familias de
curvas caracterfsticas. Escrevendo a equacio na forma

uge — Clige =0
temos a(t, ) = 1, b{t,z) = 0 e c(t,z) = —c*, logo a Equagdo (1.15) fica
W= =0=pu==%c
Obtemos entao

Em———-:i:c = r=2ct+k
dt

onde k é uma constante arbitrdria. Logo as caracteristicas sio as famf{lias
derﬂasm+ﬂ=klﬂr—ﬂt=kzaﬂnd3klEkzﬂiﬂﬂﬂuﬂtantes.
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Exemplo 1.3. Vamos achar as curvas caracteristicas para a equagao s
Tricomi (1.4) no semiplano y < 0. A Equagio (1.15) neste caso é

1
ypt +1=0 = #-==|=‘1."‘§5

a Equagio (1.14) entao fica

dy 1 _ 3j2 _ 4 3
{fm"i yz:n,.-’—ydy—:tdz;‘rlf—y}l -izfﬂ‘l‘&

onde ¢ é uma constante arbitrdria. Logo as curvas caracteristicas sao
o 2/3

Exemplo 1.4. Vamos agora achar as curvas caracteristicas para a equa-
can do ecalor

TIE T (1.17)

onde a > 0 é constante. Como a Equagiio (1.17) é parabélica no plano
inteiro, existe apenas uma familia de curvas caracteristicas: de fato.
como b = ¢ = 0, a Equagdo (1.15) tem como tinica solugio u = 0 &,
portanto, as curvas caracteristicas sio as retas y = c, ¢ uma constante
arbitrdria.

2 Formas Canénicas e Curvas Caracteristicas

[.]::rl]lﬂ no caso de conicas do segundo grau, se a EDP (1.1) for do mesmo
tipo em um aberto em B2 poderemos achar uma mudanca de variavel
que a f:c:-]nque em uma forma particularmente simples, a chamada formé
canonica ou normal. A forma normal de yma mum;a"".u eliptica é

Vgg + Uy = Q{E: mv, UE:'”nL [21:]

a de uma equacao parabdlica é

Ufi'-ﬂ = H{g;ﬂ,ﬂ1ﬂf1t}ﬂj {22}
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& uma equacio hiperbdlica tem duas formas candnicas:

Ugn = Q{Eaﬂrﬂ:vf!unj {23:’

01l
Vge — Unn = ﬂ{ﬁ: T, g, Uil';l} _ (24}

O caso hiperbélico tem mais de uma forma canénica porque, embora a
equacio (2.3) seja normalmente mais simples de resolver, a forma (2.4)
€ a que generaliza para dimensdes maiores.

Para encontrar tal mudanga de varidveis, é preciso uma certa sua-
vidade dos coeficientes da parte principal. Além disso, a mudanga de
varidvel & local, mesmo porque a EDP pode mudar de tipo na regido
f2. E claro que, se a EDP (1.1) for hiperbélica ou eliptica em um ponto
(20, 30), como o discriminante ¢ continuo, a equagio serd hiperbélica ou
eliptica, respectivamente, em uma vizinhanca de (zp,y0). Entretanto,
1st0 N&o ocorre no caso parabdlico: por exemplo, a equacio de Tricomi é
parabolica apenas no eixo dos z. Por esta razéio, precisamos supor que
a equagao € do mesmo tipo em um aberto,

Vamos comecar discutindo o caso hiperbdlico, que é mais simples.
Vamos supor que os coeficientes a, b e ¢ da Equagio (1.1) tém derivadas
contfnuas em um aberto 2 C R? onde a equagio é hiperbélica e que a nio
se anula em (). Neste caso, temos duas familias de curvas caracteristicas
Y1 € Y2 com

d
E:m, PR _ s
b+ Vb — ac b— Vb2 —ae '
pilz, y) = = ,  Ha(zy) = = -

Como a EDP é particularmente simples ao longo das caracteristicas, &
natural procurar uma mudanga de varidvel £ = £(z,y), n = n(z,y) tal
que £ é constante ao longo da familia de caracteristicas y; e 1 é constante
a0 longo da familia yo . Procuramos entéo £, n satisfazendo as equacies
de primeira ordem

€ +ly =0, & #F0 (2.6)

N + Moty = ﬂ:- Ty ?"L 0 [2?:]

Note que, se a, b, c € C1(f2) e se a nunca se anular em {2, entdo My, s €
CY(9) e poderemos achar solugdes £, 7 de (2.6) e (2.7) de classe (2.
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Além disso, como py # pg em todos os pontos de {1, a tFﬂ-ﬂﬂﬁfﬂrm%
(z,y) — (€, n) define, de fato, uma mudanga de varidvel, pois 0 jacobig,

J(z,y) = Exnpy — Eyie = (12 — p1)Eyy

nunca se anula em 2. Definindo, entdo, v(£,7) = u(z,y) e usandp 4
Equagoes (1.5) e (1.6), obtemos

Auvge + 2Bugy + Cuny = F(E,1,v, vg, V)

onde

A(€,m) = a&2 + 2bE.E, + €2 = apity — bkl + ek =0
C(€,m) = anj + 2bmeny + cny =0

e, portanto,
Ugp = Q{E'l s Uy Vg '”1']'}*

Com esta mudanca de varidvel, a Equacio (1.1) fica na forma (2.3).

Exemplo 2.1. Vamos colocar a equagio de onda (1.16) na forma (2.3).
Como vimos no Exemplo 1.2, as curvas caracteristicas para a Equacio
(1.16) sdo da forma z + ¢f = constante. Vamos entio fazer a mudance
de varidvel

£=x+¢t,
n=zx—ct.

Como ¢ > 0, 0 jacobiano nunca se anula pois
Jt )= — e =c+e= 2¢ £ 0,

Definindo v(€, 1) = u(t, z), obtemos

Uy = ﬂz'l!ﬁ — EE’Z“UEH + [:2-1},?,?
Uze = Ve + E'L‘E,J. - U

¢, portanto, a EDP (1.16) fica —4321:..5” =0= v, =0
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Exemplo 2.2. Vamos colocar a equagio de Tricomi (1.4) na forma (2.3)
no semiplano y < 0. Como vimos no Exemplo 1.3, as curvas carac-
teristicas para a equacio de Tricomi sio da forma (—y)3? £ 3z/2 =
constante. Vamos fazer entdo a mudanca de varidvel

=¥+
3z

= [\8E_
n=(-v) 5

Eﬂ‘m“ y < 0, as funcbes £ e n sdo infinitamente diferencidgveis com jaco-
iano

J(2,y) = ey — Eymz = —Qi—yjmfﬂ 0.
Definindo v(£,7) = u(z, y), obtemos

9 9 9

Uzz = 3 V&€ — 5 Yen T 3 Uny

3 i 9
uyy = 7 () Y2 (g + vy) — 7 Ylvee + 2ugy + vy

e portanto v satisfaz a equacéo

1 {E47 48
U= "10 (T) (vg + uy).

No caso parabélico existe apenas uma familia de curvas caracteristi-
cas, mas podemos obter, como anteriormente,

£z +py =10

onde i é a tinica raiz de (1.15). Escolhendo qualquer fungio n de classe
C? tal que

J(z, ) = &ty — G0 # 0

em todos os pontos da regiao {1, obtemos uma mudanca de varidvel que
transforma a Equacéo (1.1) na Equacéo (2.2).

Exemplo 2.3. Vamos colocar na forma candnica a equagao

Ty + 2TUpy + TUyy = Uz + Uy (2.8)

A EDP (2.8) é parabélica no plano inteiro e, como a = b = ¢ = z, a (inica
raiz da Equagio (1.15) parax 7 0 é u = 1, logo as curvas caracteristicas
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sio as retas y = z + k, k uma constante arbitraria. Fazendo entio »

mudanga de varidvel

E=y-—=
n=y+z

e definindo v(€,7n) = u(z,y), u serd solugao de (2.8) se e somente se y

satisfazer
(7 — E)vgy = vy

Nio discutiremos o caso eliptico por ser mais complicado. Observa-
mos apenas que é possivel repetir formalmente o que fizemos no caso

hiperbélico com o auxilio de fun¢éo complexas.

3 Exercicios

Sec¢ao 1: Classificagio

Classifique as equacdes abaixo e calcule as curvas caracteristicas (se exis-
tirem):

1. duge + 12ugy + Suyy = Buy — Uy

2. Upy — dtlpy + duyy = U+ 2uy

3. 2upy + Gugy + Buyy, = Tyu

4. (1422 %z — (1 + %)y, =0

5. (14 %) uge — 21 +2°)(1+ 1% )uay + (14 47y = u’s
6. tipe+ (1+ 2% uy, =0

Segao 2: Formas Candnicas e Curvas Caracteristicas

1. Coloque as equagdes abaixo na sua forma candnica:

{1} 41-!-3: A= lguﬁy -+ 5“1!1{ — E"uz — "Hy
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(i) Uzz — Quzy + duy, =y 4 2u,
(i) (14 22)%u,, - (1 +y'3}2.uyy 0

. 242
(iv) (14 2°)%u,, — 2(1+2%)(1 + Y gy + (14 1) uyy = v’z

2. Considere a equagio diferencial

(T, Y )iz + 2b(x, Yizy + o2, y)uy, = flz, v, u, s, Uy )

e suponha que § = b* — gc < () em uma regifio aberta £) C R*. Suponha

que a nunca se anula em {). Mostre que, se £ = £(z,y) e n = 7z, y)
satisfizerem o sistema

agy + by — v —dmy =0
afe + by + v —08, =0
COTm ES +r,i§ # 0 em {2, entdo (z,y) — (£,n) definird uma mudanca de

varidavel em {}. Além disso, se v(£,n) = ulz, y), entdo v satisfarda uma
EDP da forma

Ugs + Upn = H{E! T, e, 'i'.:'-r]-}

3. Use as ideias do exercicio acima para colocar na forma candnica as
seguintes equacoes

(1) 2uzy + Gugy + Gy = TYU
(ii) thze + (14 2%) uyy =0
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Capitulo 5

A Equacao de Onda

Neste capitulo, resolveremos alguns problemas envolvendo a equagio
de onda. Na primeira secio, usaremos uma das formas canénicas para
achar a solucdo geral da equacio de onda em R2. Na segunda seciio,
discutiremos o problema da corda infinita. Nas duas tdltimas segoes,
discutiremos problemas envolvendo a equacao de onda em um intervalo

finito.

1 Solugao Geral

Como jd observamos anteriormente, as curvas caracteristicas sao muito
importantes para as EDPs hiperbélicas, Vamos exemplificar isso estu-

dando a equagio de onda
Uy = 52'“::[:1 [1*1}

onde ¢ é uma constante positiva. Como vimos no Exempo 1.2 do capitulo
anterior, as curvas caracteristicas da Equacao (1.1) sio as retas xtct =
constante. Fazendo entfio a mudanga de varidvel

e 1)
n=zx—ct

v(€,n) = u(z, y) satisfaz a EDP

Vgn = 0, “3:'
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Mas a EDP (1.3) pode ser resolvida facilmente integrando diretamente
primeiro em 7 e depois em £ para obter

v(€,n) = @l§) + v(n) (1.4)

onde i e v sao fungbes arbitrdrias (de classe C2, se estivermos procu-
rando solugdes cldssicas). Voltando s varidveis x e , temos que

u(z,t) = p(a + ct) + Y(z — ct) (1.5)

onde @ e 1 sio funcgbes arbitrérias, ¢, v € C2(R).

Neste exemplo simples, o uso das caracteristicas nos permitin achar
a solucao geral da equacao. E interessante observar que a equacio de
onda (1.1) foi um dos problemas mais importantes do século XVIIL O
primeiro a estudé-la foi d’Alembert, seguido de Euler, Daniel Bernoulli
e Lagrange. Foram obtidas solugbes em diversas formas e a discussao
sobre os méritos e as relagbes entre essas soluctes levantou questdes
fundamentais (como, por exemplo, o que € uma fungao) que sé foram
resolvidas no século XIX.

Qe considerarmos ¢ como sendo o tempo, a transformacgio £ =z 4t
representa a translacdo do sistema de coordenadas para a esquerda com
velocidade ¢. Por exemplo, a fungao u(z,t) = sen(z + ct) descreve uma
sendide (ou onda senoidal) movendo-se para a esquerda com velocidade
constante ¢ (veja a Figura 16). Da mesma forma, a funcio u(z,t) =
o(z + et) descreve uma onda (com o formato do grafico da fungao )
movendo-se para a esquerda com velocidade ¢. De maneira andloga, a
funcéio u(z, 1) = ¥(x — ct) descreve uma onda movendo-se para a direita
com velocidade ¢. Portanto a solugio geral (1.5) da equagio descreve a
superposicao de duas ondas movendo-se com velocidade ¢, uma para a
esquerda, outra para a direita. Como as duas ondas viajam em diregbes
opostas, a forma da fungfio u(z, ) em geral varia com o tempo.
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A u(x,0)

.

T
2c =3¢

Fig. 16: A funcao u(x,t) = sen(z + ct) descreve uma sendide
movendo-se para a esquerda com velocidade c.

Exemplo 1.1. Vamos escolher ¢ = 1 com

0 se |z| > 4,
[P{I}___*—:-::—ri se —d4<gx< -2
T se —2<xr<?
| —Z+4  se 2<g <4,

A Figura 17 mostra o

grifico da funcio u(z. t) = z—t)
para alguns valores de t. § (1) = p(z +t) + vl
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4 ulxl1)

pa
HY
=Y

g
bt
I

2
)
>

A u(x,6)

ST

Fig. 17: O gréfico da fungao u(z,ty) para alguns valores
de tg (Exemplo 1.1).
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2 A Corda Infinita

Vamos utilizar a solucio geral (1.5) para resolver o problema de Caufhi

Uy = ¢ U
u(,0) = f(z) (21
u(z, 0) = g(z)

onde f e g sdo funcoes dadas. E claro que, 5e quisermos solugio v ¢
C2(R?), teremos que ter f € C*(R) e g € C"(R). Observe que a cury,
inicial é a curva £ = 0 (que ndo é uma caracteristica) e sao dadas g
funcéo u e sua derivada normal u; ao longo da curva.

Imponde a solugio geral (1.5) as condiges iniciais, obtemos

wlz) +¥(z) = f(z)

o (@) - o (2) = o) “
e, portanto,
¢'(z) = %f’(m} + i%gim]
(2.3)
¥(@) =5 1@ ~ 5 o(a).
Integrando as Equagdes (2.3) de zero a z, temos que
6le)=9(0) = 350)+ 5 £(@) + 3 ["g(s)as, |
(24

$e)=v0) = 3100+ 5 )~ 5 [ o(0)ds
0

Como, de (2.2), (0) + 9(0) = f(0), obtemos
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. a4k
u{:r:,t}=ﬂx+d:';ﬂ$_“}+zl—c ’
T—ct

g(s) ds. (2.5)

Entéo, se u for uma solucio de (2.1), u serd dada por (2.5). Mas pre-
cisamos mostrar a reciproca, ou seja, que a funcio definida por (2.5) é
solugio da Equagao (2.1). De fato, derivando

il oy LD ;rf’(z-— t) | gz +et) E-cg(m — ef)
e () = L +ﬂﬂ;rf”ir-: —ot) gzt “*};j{z ~ct)
- cf'(z + et) ; ef'(e—ct)  glz+ct) ; glz — et)
sl iy ET ) ;nﬂf“{m ~ot) , cg@+c) = eg'(z — et)

logo u é solugdo do Problema (2.1). Como toda solugio é desta forma,
u dada por (2.5) é a vinica solugdo de (2.1),

A expressio (2.5) mostra claramente que o valor da solugio no ponto
(zp,tg) depende apenas dos dados iniciais no intervalo fechado com ex-
tremos Tg — ot & g + cf: 05 dados iniciais podem ser alterados arbitra-
riamente fora desse intervalo sem mudar o valor da solugéo no ponto
(zp,tp). Esse intervalo é chamado o intervalo de dependéncia do ponto

(z0, to).

»
xp-Cly fa  Eptely X

Fig. 18: O intervalo de dependéncia do ponto (zq,tp) quando
to > 0 & [mp — ct, zp + ctp].
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'y

e -
_.:V X

xt+ci=bh

Fig. 19: R é a regifio de influéncia de [a, b): modificacio dos dados
iniciais em [a, b} muda a solugio na regiao R,

Dado um intervalo [a,b] C R, a maior regido delimitada pelas carac-
teristicas passando pelos extremos do intervalo é a regiao

R={(z,t)eRx[0,+o0):a—ct <z < b+ et}
U{(z,t) ERx (—00,0):a+ct <z <b—ct);

R ¢ a regiago de influéncia do intervalo [a, bj. Observe que, se (zq,t) € &,
ent&o o intervalo de dependéncia de (o, ta) intersecta la, b]; portanto,
uma perturbagio nos dados iniciais no intervalo [a, b] modifica a solugio
na regiao K.

Como j& observamos anteriormente, é preciso que FECR)egE
C'(R) para que u dada por (2.5) seja uma solugdio cldssica do Problema
(2.1). No entanto, se admitirmos solugfes nio cldssicas e se f, por
exemplo, for descontinua em um ponto Tg, O que acontecerd com &
solugio? Da férmla (2.5), vemos que u sers descontinua ao longo das
retas x +ct = zp € ¥ — ot = o ; em outras palavras, as descontinuidades
se propagam ao longe das caracteristicas. E claro que, neste caso, U
dada por (2.5) satisfaz a EDP fora das caracterfsticas que contém g .
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0 Problema (2.1), para (z,t) e R x [0, 4+0a), descreve o movimento
de uma “corda infinita” vibrando em um plano vertical: u(z,t) é o
deslocamento vertical da corda no ponto T e no instante t, _fl:::} e a
posicao inicial (em ¢ = 0) e g(z) é a velocidade inicial da corda.

Exemplo 2.1. Vamos considerar o Problema (2.1) com e = 1, f(z) =
sen = e g(x) =0, x € R. Neste caso, a solugio é

o P sen(z + t) —El—sen(:r—t_l — som 2008 i

Purt.g!rntﬂ, u(z,t) € uma sendide de amplitude |cost| (logo, zero para
b o ki, k inteiro). A Figura 20 mostra o grifico de u(z,tp) para

diferentes valores de ty. Observe que, quando t vai de zero a w/2, a
amplitude decresce de 1 até zero; quando ¢ varia de w/2 a m, a amplitude
vai de zero até 1, mas a oscilagio ¢ ao contrdrio da oscilagio para t €
[0, 7/2]; no intervalo [, 37/2] a amplitude decresce e cresce novamente
em [3w/2, 2x] atingindo a posicio inicial em ¢ = 2r. Como cos(t+2km) =
cost, entdo u(z,t + 2kw) = u(z,t) qualquer que seja k € Z e portanto
0 movimento da corda em qualquer intervalo de tempo [2kw, 2(k + 1)a],
k € Z ¢ precisamente o0 mesmo que no intervalo [0, 2n].

Exemplo 2.2. Vamos considerar agora o Problema (2.1) com ¢ = 1,
g=0e f uma fungio que nao é de classe %
0 se |z] >1,
= {—Ei.r] +2 se |¢/<1.

Entdo u dada pela férmula (2.5) é continua (pois f é continua), mas
ndo é mais continuamente diferencidvel no plano, pois a derivada de ¥
€ descontinua em z = —1, x = 0 e ¥ = 1: as derivadas de u devem
ser descontinuas ao longo das caracteristicas no plano (z, 1) contendo os
pontos (—1,0), (0,0) e (1,0). Considerando apenas as caracteristicas
que contém os pontos (—1,0) e (1,0), elas dividem o plano (z,t) em
nove regides (veja a Figura 21): nas regioes L, III, V, VII, u = 0 pois
¢+t >1e|x—t| >1;nas regides e VI, [z —¢| > 1, mas |z +¢| < 1

logo
u(z,t) =1 |z +tf;

i
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A (LT A H(L%]

v M -n -k b3
)17 214 2
5 2
21 -17
(i) u(x,0)=sen x (if) u(r Z)=sen x (i) u(x 5 ) =0
2

A ulx, _3!'5] & BER) A ulx, 47“]

11 ~; 1 +1

A P 1

2 2 n [

o it

.
=11.
2
J
. =1
(iv) ulx, £~ sen x (V) uilx, 7 )= -sen x
I 5
T ulx, lj 4 ulx, -T“}
'| Y l-.
L |
2 s F '
- 2 :
=T _E l':.. T +I '.|'|,'. Tl: _h..;:
Z -] = $:172
2 2
-1 1.1
i) i, 37) = -] -
(vii) u{x.?',l 0 (viii) H{I.ii‘ﬂ—-lsenx (1x) u(x, 2m) =sen x

Fig. 20: O grafico de u(z, {p) para alguns valores de to (Exemplo 2.1)
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nas regioes IV e VIII, |z 4 ¢] > 1, mas |z — t| < 1, portanto u(z,t) =
1 — |z — t|; finalmente, na regidio IX, |z +t| < 1 e |z —¢| < 1, logo

u(@,t) =2 — |z — t| — |z + t].

'r_‘/ _x_::_l

+ =
Vit x+ti=-1

Fig. 21: As derivadas de u 3o descontinuas nas quatro retas
x—t==xl, z+1{==21e também nas retas ¢ + 1 = 0,
gue nao aparecem na figura,

Observe que, de fato, as derivadas de u tém descontinuidades ao longo
dasretas z —t=-l,z—-t=0z—t=1,z+t=-1,z4+t=00¢e
x+t =1 A Figura 22 mostra o gréifico de u(z,t) para alguns valores
de t > 0 (basta considerar t > 0 pois u(z,t) = u(z, —t)). Note que a
onda inicial f se divide em duas quando ¢ varia de 0 a 1 e depois elas se
afastam, cada uma viajando com velocidade € = 1, uma para a esquerda,
outra para a direita.

3 Funcoes Pares, impares e Periddicas

Na secio anterior, usamos a solucio geral (1.5) da equacio de onda
para resolver um problema em R?. Nio é tfio fécil, no entanto, aplicar
(1.5) diretamente para estudar a equagio de onda em uma regido do
tipo (0,1) % (0, +oo). Para entender as dificuldades envolvidas, vamos

Scanned by CamScanner



1 A Equagio de Onda Cap. &

considerar o problema

Uy = cllge, TE(0,D), t>0,
w(0,}) =0=u(l,t), t=20,
w(z,0) = f(z), =el0,d],
w(z,0) =0, =xel0,l,

(3.1)

onde f ¢ uma funcio dada o e, | sdo constantes positivas. Como vimos
1o priuneiro capitulo, o Problema (3.1) pode ser considerado como um

problema misto e, para que haja solugiio, é preciso que f satisfaca a
condigio de compatibilidade

J(0) = 0= f(1). (3.2)
1
A ulx, =)
]
+ » 3-//—_\ >
3 3|7 3%
01 el .
A nix,1) ,r u(x,tg)
I L
-2 - 1 2 x 14 1y i'fﬂ ty-1 fg tgtl
(iii) 1= 1 (i) t=1y>1

Fig. 22: O gréfico de u(x,tp) para alguns valores de to (Exemplo 2.2).

Apesar das semelhangas entre os Problemas (2.1) e (3.1), ndo pode-
mos usar a férmula (1.5) para a solugio do Problema (3.1) 11:“:;15 e
definida apenas no intervalo [0, 1]; esperamos, no entanto, l::ela dedican
anterior, que a férmula seja valida quando 2 +ct, z—ct € 0,1], 2 € [0,1]
t = 0. E nos outros pontos da regiio (0, 1] x [0, +00)? Uma pgssibﬂidgdé
é estender a fungio f de forma conveniente, para a reta toda; é claro que
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a extensao nao pode ser arbitréria, pois esperamos que o Problema (3.1)

tenha uma tinica solugio. Procedendo como na resolugdo do Problema
(2.1), obtemos que a soluciio de (3.1) é da forma

F(z + ct) + F(z — ct)
5 :

onde z € [0,1], £ > 0 e F é uma extensiio apropriada da fungio f dada,
ou seja,

ulz,t) =

(3.3)

F(z) = f(z), Yzelo,l. (3.4)

Que outras propriedades a fungio F tem que ter! Em primeiro lugar,
para = 0, temos

0 =u(0,t) = il in_“ﬂ )
logo F' é uma fun¢de fmpar, ou seja,
F(-y}=-F(y), YyeR. (3.5)
Para z = [, temos
0=ull,t) = F(l + ct) + F(I — ct) Vi> 0,

2 1

logo
Fil+y)=-F(-y), VyeR

Entao, se y € R,
Fly+2)=F(l+(@y+1))=-F(-(y+1)) = —F(—y)
e, portanto, usando (3.5),
Fly+2)=F(y), VyeR (3.6)

A Propriedade (3.6) significa que F' é uma fungdo periddica de perfodo 2.
As Equacdes (3.4), (3.5) e (3.6) determinam completamente a fungiio F:
se x € [0,1], F(z) = f(z); se ¢ € [-1,0], —z € [0,1] e, portanto, de (3.5),

Pl) = —F(~2) = f(~2), Yz € [-1,0] (3.7)
e I esté determinada no intervalo [—1,{]. Além disso, se x > 1, entdo

= estd em algum intervalo da forma [(2k — 1)1, (2k + 1) para algum
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inteiro & > 1, logo x — 2kl € [—1,1]; por outro lado, podemos mostry,
por indugdo, a partir de (3.6), que

Fly+ml) =Fy), YyeR, Vnel (3.8)

logo
F[:z.'}=F[:E‘EH+2H]=F{$—-2H}
—f(—z+2kl) se (k-1 <z = 2k,
= {f{z—?k!} se 2kl<z<(2k+1)

(3.9)

| F

\ :
AV VAR

Fig. 23: A extensio {mpar e periédica da fungio f: [0,]] = E.

Finalmente, se T < —I, —z > [ e, portanto, de (3.5),
F(z)=-F(-=z), z<-l, (3.10)

est4 determinada pelo que vimos acima. Observe que as Equagbes (3.4),
(3.7), (3.9) e (3.10) determinam F em intervalos fechados, logo nos pon-
tos da forma kI, £ € Z, F é dada por duas férmulas diferentes; no
entanto, a condigo de compatibilidade (3.2) implica que F' est4d bem
definida nesses pontos e que F(kl) = 0, Yk € Z. A funcio F' assim
definida é a extensdo impar e periddica de periodo 21 de f.

Observagao. Convencionamos que as derivadas nos extremos do infer-
valo sao derivadas laterais; entao, por exemplo,

f(0) = T LB =FO)

h—0+ h
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£l = B fll+h) — (1) .
. h—— h
Definigoes andlogas valem para, derivadas de ordem maior,
. ;ng ;E:;ﬂ*guaﬂﬁdada por (3.3) é uma solugo clissica da EDP, como
)¢ il ) com p=¢ = F/2, basta mostrar que F € C%(R).

Para isso, precisamos, em primeiro lugar, que f & C%([0,1]).

A continuidade de f e a condico de compatibilidade (3.2) implicam
na -:ﬂn.tmjudade de F: de fato, as Equagdes (3.4), (3.7), (3.9), (3.10) e
a continuidade de f mostram que F' é continua em todos os intervalos
da forma ((k — 1)1, kl), k € Z. Por outro lado, pela periodicidade de F,
para provar que I ¢é continua em todos os pontos da forma ki, k € Z,
basta mostrar que F é continua em z =0e 2z =7 Em ¢ — (), usando a
continuidade de f, a condicdo f(0) = 0, (3.4) e (3.7), obtemos

lim F(z) = lim f(z) = £(0) = F(0) =0,

o—rF

]. F — 11 — e = — i ] = — = =

Jim (z) Jim (—=f(==)) Jim f(z) =—F£(0) = 0= F(0).
Em z = [, novamente usando a continuidade de f, a condigio f(I) = 0,

(3.4) e (3.9) (com k = 1), obtemos
lim F(z) = lim f(z) = 1) = F() =0,

E=4l—
lim F(z) = lim (~f(~z+2)) =~ lim f(4) =~f() =0=F().

z—lt

Portanto, F' € C(R).

Para provar que F & de classe C !, procedendo como acima vemos
que basta mostrar que F € diferencidvel em z =0 ez =1 e que F' é
cont{nua nesses pontos. Calculando entao a derivada de F em x = 0,

obtemos

F(h) = FO) _ f{h:l;f{ﬂ}: £(0).

lim
h—0F h h—0F :| f{h} f{ﬂ}

_ Fh)-F@O) .. —f(=h)_ . = =
o { }h = o A £,

logo F é diferencidvel em & = 0 com F'(0) = f'(0). Quanto & continui-
dade de F' na origem, usando as Equagoes (3.4) e (3.7), vemos que

f(x) se 0<z<|
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de modo que
lim F'(z)= lim f'(z)=f'(0)=F1(0),
a—0*

r—+0t
lim F'(z) = Il_im_ f'(-z) = f'(0) = F'(0),

=+

e F' é continua em z = 0. No ponto x =,

lim F(l+h) = F(l) i fll+h) - fil) — (),
h—0- h h—0— h
. Fl+hn)=F(1) g —f(=l—=h+2)
lim = lim
h—0+ h B0 h
- 11]]1_ f(f"'_hf::‘_f“} =f’{-£;|;.
f=+0

logo F é diferencidvel em = = [ e, usando (3.4) e (3.9) com k = 1,

. f'(z) se D<=l
Ria)= {f"[-—.ﬂ:—l— 21) se l<x<2l (3.12)
Mas entéo
lim F'(z)= lim flz)=f () =F(),

lim F(z) = lim f/(-z+2) = lim f0) = @) =F Q)

e F é continua em = = [.
O leitor atento deve ter observado que, para provar a continuidade

de F, precisamos usar a condigao de compatibilidade, enquanto que &
continuidade de F' ndo necessita de nenhuma condigio sobre i
razao é simples: em primeiro lugar, para que seja possivel estender uma
funcio f € C([0,1]) a uma funcéo fmpar em C([-1,1]), é preciso, pela
Equagéo (3.5), que f(0) = —f(0) e portanto que f(0) = 0; além diss0,
para que seja possivel estender essa nova fungao [—I,l] =+ R a umé
fungio continua na reta inteira e periddica de periodo 2I, é preciso que
os valores em ¢ = —I e z = [ sejam iguais, ou seja, —f(l) = fll) e
portanto f(I) = 0. Entdo uma fungio f € C([0,!]) pode ser estendida
a uma funcio continua impar e periddica de perfodo 2I se e somente 5€
f(0) = f() = 0. Por outro lado, a derivada de uma funcao impar é uma
fungdo par, ou seja, uma funcio G: R — R que satisfaz

G(-y)=Gly), YyeR. (3.13)
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ta deri =
[‘Basexier?r e Equa.;:a.;. (8.5) para obter (3.13) com G = F') Logo F'
éa 580 par ¢ periddica de periodo 27 de ' Mas: qualquer funcso

g € C([0,1]) pode ser estendid 2 :
periddica de periodo 2/ 4 & uma fungio par G, contfnua em R e

G(z) = {g[‘“ — 2k) se 2kl <z<(2kl+1)l, ke X,

9~z +2kl) se (2k—1)i<z<2% keZ, @&3d)

é a extensio de g que satisfaz estas propriedades. E claro, entao, que
F' ¢ a extens@o par e peritdica de perfodo 2! de f' e portanto basta a
continuidade de [’ para que F' seja continua. Note que a derivada de
uma funcfo par é uma fungiio impar (basta derivar (3.13)) e, portanto,
pelo que vimos acima, para que F” seja continua precisaremos que, além

de f € C*([0,1)), f satisfaca
o)y =0=f"(1). (3.15)

Vamos provar diretamente que, se f € C?([0,1]) satisfizer (3.2) e
(3.15), entdo F' € C%(R). Argumentando como na demonstraco de que
F e F' sao continuas, basta provar que F' é diferencidvel nos pontos
z=0ex=1e que F" é continua nesses pontos. No ponto z = 0,

usando (3.11), obtemos

P -FO _ yy T@LO _ gy,

hl—i:g}l+ h h—0t , :
o EW=FO) _ g f {—hllh— f(0)
h—=0— h h=s= ; ,
—= B f {hj = f {ﬂ} - _IH{GL
h—0+ h

logo F' é diferencidvel em T = 0e

() w Isz<i
Fﬁ'[m} = {—f”{—ﬂij ge —Il<z<0 336
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Como f" € C([0,1]) e f"(0) = 0, é claro de (3.16) que F"' é contfnug ey
z = 0. De maneira andloga, em z = [ temos
¢
PR =FQ) _ g LOER SO _ gy

- h h—+0=
h_.m F'{l+h)—F'(l) _ lim fi(=l=-h+20)— F))
hl—jful+ h e h
B () o P S
R0~ h

logo
fiz) se O<x<l,

O
B () - {—f”{~m+21} se [<x<?2l
Novamente, a continuidade de F" em z = [ segue do fato de que

F i) =0.

Acabamos de mostrar que a funcao u definida por (3.3) € uma solucig
cldssica da EDP (3.1). Antes de prosseguir na analise do Problemg
(3.1), vamos colocar em duas proposigbes as propriedades que vimog
acima sobre extensfes periddicas pares e fmpares de funcdes continuag

em um intervalo [0, I].
Proposicdo 3.1. Seja f € C([0,1]) e suponha que f satisfaz (3.2). Entdo
a fungdo F: R — R definida por

Fle) = {f{; —~ 2kl) se 2kl<z<(2k+1)l, ke,
—f(-z+2kl) se (2k—1)l<z<2ki keZ,

(3.17)

(3.18)

é a ertensdio fm-lpﬂ-'l“ e periddica de perindo 21 de f e estd em Ci(R). Além
disso, se f € C'([0,1]), F € C(R) e F' ¢ a extensio par e periddica de
periodo 21 de f' € C([0,1]).

Prnpnsir;ﬁtir 3.2. Sejag € C([0,1)). Entdoa fungio G definida por (3.14)
€ a extensdo par ¢ periddica de periodo 2| da funcdo g e é continua na
se g'(0) =0 = ; neste caso, &' € a extensio f Gdica d
periode 2 da fungdo ¢’ € C([o, Ei} RS

Funcoes pﬂriédi::aa 840 muito importantes e serdo utilizadas em ou-

tms:p Hp{ﬂbiemas mais tarde. Em geral, uma fungio f: A — B é dita
perigdica com periodo T se ¢ + T € A sempre que ¢ € A, T#0e

fz+T)=f(z), VzeA (3.19)
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E cla.mﬁdeata definigio que qualquer miiltiplo nao nulo kT, k € Z — {0},
do P'_Ermdﬂ T é também um perfodo para a funcdo. O menor valor
positivo T, se existir, para o qual a expressao (3.19) é vdlida é cha-
madﬂr dE periodo fundamental de f. Note que uma funcéo constante
é pEI‘lﬂdll’.!& com qualquer periodo, mas néio tem perfodo fundamental.
Fungdes continuas e peridicas ndo constantes sempre tém periodo fun-
damental. Aproveitamos a oportunidade para demonstrar uma proprie-
dade importante de funcées periédicas:

Proposicdo 3.3. Seja f: R — R uma fungéo periddica com periodo fun-
damfniﬂi T e suponha que f ¢ integrdvel em qualquer intervalo finito.
Entio, qualquer que sejo a € IR,

a7
[ t@de= [ @
Demonstragao:

a1 T T
f _f{m}dﬂ:=f0_f[ﬂ:}da:+fu flz)dz + [;+ f(z)dz

- [ 1@ ["r@dns [ 1w +mya
:f:ﬂx}.ﬂ—[f{zndm+f:f{y}dy
=/:f|:$}d,m. O

Voltando ao Problema (3.1), gostariamos de obter um teorema de
existéncia e unicidade, mas, para isto, precisamos especificar que
classe de fungbes procuramos solugtes. Como observamos anteriormente,
estamos interessados em solugdes cldssicas da EDP, logo u € C2((0,1) x
(0, +00)); por outro lado, é preciso que u esteja definida no fechado
[0,1] % [0, +-00) e que u; esteja definida em [0,1] x {0}. Do ponto de vista
ffsico, ¢ natural procurar solugdes u € C*((0,1) x (0, +oc)) N C([0,1] x
[0, +00)); mas entdo como interpretar a condigdo ue(z,0) = 07 Uma
possibilidade é definir ug(z,0) como uma derivada normal, ou seja, defi-

nir w(x,0) por

w{r ﬂ} = lim H{E,h} _'II-{.E-“1 U‘]

lim. : , =z € [0, (3.20)
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Vamos procurar entdo uma solugio no espaco

V = {ue C?(0,1) x (0,400)) N €C([0,1] x [0,+0a)) : 3 o limite (3.20))
3.2

Pelo que vimos anteriormente, se u € V' for solugdo de (3.1), e{ntai}
como u € C%((0,1)x (0, +oc)), u sers da forma (3.3), onde F é a extensg,
impar e periddica de perfodo 2! da funcio f € C%([0,1]). Além disso, ,
definida por (3.3) ¢, de fato, de classe C* em [0, 1] x [0, +00), pois, cor
F: R — R, a férmula (3.3) faz sentido em qualquer ponto (z, t)eR?,
define uma fungdo de classe C* em R?, logo u: [0,1] x [0,+00) - R ¢,
restrigio de uma funcio em C?(R?),

Por outro lado, a fungéo u definida por (3.3) satisfaz as condicées de
contorno: como F é impar,

Fet) + F(—ct) _ F(ct) = Flet)

u(0,t) = 5 5

=0, Yi>0;
usando o fato de que F' é periddica de periodo 21, é claro que F(l+¢t) =
F(—i 4 ct), logo, qualquer que seja ¢ = 0,

F(l+ct)4+ F(l —ct)  F(~1+et) + F(I — ct)
u(l,t) = 7 = .
_F(=t+c) = F(-i+ct) "
5 :

Quanto &s condigbes iniciais, pela prépria definicio de F é claro que
u(z,0) = f(z), Yz el0,l];
derivando a Equagfio (3.3) em relacio a ¢, obtemos

cF'(z + ct) — cF'(z — ct)
2

us(z,t) =

e portanto w(z,0) = 0, ¥z € [0,]]. Com isso acabamos de mostrar ©
seguinte teorema:

Teorema 3.4. Seja f € C3([0,1]) e suponha que f satisfaz as Equagdes
(3.2) € (3.15). Entdo u definida por (3.3), onde F: R — R ¢ dada por
(3.18), € a tinica solugio em V do Problema (5.1); além disso, u € dé
classe C* em [0,1] x [0, +00).
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Se f ou alguma de suas derivadas até segunda ordem tiver uma
descontinuidade em =z € [0,1], esta descontinuidade ird se propagar ao

longo das caracteristicas que contém os pontos da forma (zo + 2k!,0),
ke Z.

T A

N

AN

1 2

>
X

Fig. 24: As descontinuidades das derivadas de u (Exemplo 3.5)

na regifo [0, 2] x [0, +00) estéo ao longo dos segmentos de
retaxtt=1+4k keZ zc[0l],t=0.

Exemplo 3.5. Sejam c=1e f: [0,2] = R dada por

f(z) = 2z se O<zxr<1
4—-2r s l<zx<?2

Neste caso, a derivada de f tem uma descontinuidade em 2 = 1 e,

portanto, as derivadas da solugao u ter@o descontinuidades ao longo das
retagsz +i=144k, k € £.

Exemplo 3.6. Sejam c=1e f: [0,1] =+ R definida por f(z) = —g2 4 4.

Entao f € C?([0,1]), mas f(0) = (1) = -2, logo u nao é de classe
2 As derivadas de segunda ordem de u sao descontinuas ag longo das
retas x +t =k, k € Z. De fato, usando a férmula (3.18),

Flo) = -[E—Ek!]g—i—:r—-ﬂki 56 2k£$£2k+1,k{;£.,
(x — 2k1)* + = — 2Kl se 2k—1<z<2 ke7
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e, portanto,
. —2 g8 2k<z<2+1, kei,
Em=ts d%k—1<z<2k kel
Como F”{E-'""t}‘I'F”{E—tJ
Upy = U = 9
) F'(z+1) — F"(z — 1)

2 1
todas as derivadas de segunda ordem tém descontinuidades ao longo dag
retaszti=Fk ke Z.

4 A Corda Finita

Nesta secdo, estudaremos um problema um pouco mais geral do que (3.1),

Ut = CUgy, T E (0,1), t>0,
u(0,t) = 0 =wu(l,t), t >0,
u(z,0) = f(z), = €[0,1],

w(z,0) = g(z), =€ [0,1],

(4.1)

onde f, g sio fungdes dadas e ¢, | sdo constantes positivas. Como vimos
no Exemplo 3.4 do primeiro capitulo, o Problema (4.1) descreve uma
corda eldstica de comprimento [, presa nas extremidades e vibrando em
um plano vertical; u(z,t) é o deslocamento vertical da corda 1o ponto T

no instante ¢. O Problema (4.1) pode ser considerado como um problema
misto: as condicoes

uw(0,) = 0=u(l,z), ¢ >0, (4.2)

sao condigdes de contorno e significam que a corda estd presa nas exre-
midades = =0, z = I; as duas iltimas condigées em (4.1) sdo condigdes
iniciais e, como no Problema (2.1), f e g representam, respectivamente,
a posigio e a velocidade iniciais da corda. As condigdes de contorno
€ as condigGes iniciais nao sip independentes: para que haja solugio €
preciso que f satisfaca a condicio de compatibilidade

F0)=0= f(1). (4.3)
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Para simpliﬁ_cﬁr,_ vamos usar a linearidade da EDP e das condigdes de
contorno pa_ra dmdn: 0 Problema (4.1) em dois problemas mais simples,
um com g = ) (que é exatamente (3.1)) e outro com f =0, ou seja,

Ut = ClUpy, T € (0,1), t> 0,

u(0,1) =0 =u(l,1), t>0,
u(z,0) =0, z €0,
w(z,0) =g(z), z e 10,1].

(4.4)

SUPPDhH que u € V' (veja (3.21)) é solucio de (4.1): entao, se v for
a solugio de (3.1) dada pelo Teorema 3.4, w=u—v € V serd solugéo

de (4.4), pois w satisfaz a equagao de onda, as condiges de contorno
em (4.4) e

w(z,0) = u(z,0) — v(z,0) = flz) = f(z) =0,
wi(z, 0) = uwy(z,0) — ve(z,0) = g(z).

Reciprocamente, se v € V for solugfio de (3.1) e se w € V for solucéio
de (4.4), entfio u = v+ w € V serd solugdo de (4.1). Portanto, como
Ja provamos um teorema de existéncia e unicidade para (3.1), basta.
provar existéncia e unicidade para (4.4) para obter existéncia e unicidade
para (4.1).

E interessante observar que a unicidade em V para o Problema (4.1)
é um coroldrio da unicidade em V de (3.1): de fato, suponhaque u,v € V
sao solugoes de (4.1); entdo w = u — v € V € solugao de

Wy = Cwee, =€ (0,1), t=0,
w(0,t) =0=w(l,t), t=0,
w(z,0) =0, z €0,

wi(z,0) =0, = €[0,l],

que é exatamente o Problema (3.1) com f = 0 logo, pelo Teorema 3.4,
w = 0, ou seja, u = v. Como (4.4) é um caso particular de (4.1), a
solucdo de (4.4) em V/, se existir, serd wnica.

Falta apenas achar uma solugéo de (4.4) em V. Comparando com a
solugao de (2.1), esperamos uma solugio da forma

x4t
u(m,t) = o f  GG)ds (4.5)

Scanned by CamScanner



106 A Equacdo de Onda Cap, ¢

onde G: B — R é uma extensao apropriada da func¢éo g. Impondg ,
condig¢io de contorno em x = 0, obtemos

ct
f G(s)ds=0, Vt>0
—ct

e, portanto, G deve ser uma fungo fmpar. Em analogia com o Problem,
(3.1), esperamos que G seja a extensao impar e periddica de periodo 2{ e
g. Vamos mostrar que, neste caso, u dada por (4.5) € solugao de (44). £
claro que u satisfaz a EDP, u(0,t) = 0 e u(z,0) = 0. Calculando u(l,1),
obtemos

1 I4ct 1 ot
u{11t]=ﬂj;_d G{s]ds=ﬁfﬁ5[f+ﬂdﬁ"

I e 1 %
ol . d
chqﬂc(wndchfn Glr +1)dr

1 1] 1 ot

:E —CEG(T—E}dTHI'--E—E./E; G{T"‘I]d‘i’
1 - 1 I+t

= 5 (s) ds + 5 ), G(s)ds

= {}

pois G é impar. Finalmente, w(z,t) = [G(z + ct) + G(x — ct)]/2, logo,
se z € [0,1], ug(z,0) = G(z) = g(x).

Observe que, se g € C'([0,1]) satisfizer g(0) = 0 = g(I), entdo G €
C'(R) pela Proposigao 3.1 e, portanto, u definida por (4.5) serd de classe
C? em R?. Acabamos de provar o seguinte teorema:

Teorema 4.1. Sejam f € C2([0,1]) e g CY([0,1]) tais que f, f" €49
se anulam em xz =0 e x = |. Entdo a funcdo u: [0,1] x [0,400) = R
definida por

F(z +ct) + F(z — ct) g 2o

u(z,t) = Fi
B 2c T—df

G(s)ds,  (46)

onde F,G: R —+ R sdo as extensdes impares e periédicas de perfodo o

das fungdes f, g, respectivamente, € a tnica solugdo u € V' do Problem?
(4.1); além disso, u é de classe C? em [0,1] x [0, +o0).
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5 Exercicios

Secao 1: Solugio Geral

1. Encontre todas as solugdes em C?(R?) do problema
Uy = cﬂu.:l:x 1 {ﬂ:, t] S Ri!
wz,0)=1, z¢ R,

onde ¢ > 0 é constante.

2. Encontre todas as solugdes em (2 (R*) do problema

Uy = Ciua::n: (’I:t] - HE:
w(x,0) =0, z e I,

onde ¢ > 0 é constante.

3. Considere o problema

Uit = II:"E'H:E:I: 1 [It t} € IEhg1
u(z,0) =1, z R,
w(z,0) =0, z€R,

onde ¢ é uma constante positiva. Use a solugéio geral (1.5) da equacio de
onda para obter uma solugio em C?(R?). A solugdo é vinica? (Justifique

sua resposta.)

4. Suponha que u é uma solugdo da equagao de onda uy = gy .

Faca a mudanga de varidgvel y = ct e ache a equagdo satisfeita por
U{‘Ir _UJ = 1.!.(':1.-"‘, t}

5. Considere o problema
Uty = Uze
u(z,0) = f(z), €R
W(I:ﬂ} =0, reR,
onde f é a fungdo caracteristica do intervalo (—1,1), ou seja, f(z) =1
sexe(=1,1)e f(z)=0sez ¢ (—1,1).
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(i) Use a forma da solucéo geral u(z, t) = ‘Ff-’f'i‘f}j"!ﬁ”;x_t} PATE Mg
trar que existe uma infinidade de solugbes satisfazendo a equacg,
diferencial fora das caracterfsticas contendo um dos pontos (-1, ()

e (1,0).

(ii) Mostre que apenas uma das solucdes obtidas em (i) tem comg
imagem um conjunto de trés elementos.

(ili) Desenhe os grificos das fungdes i e 1 que compdem a solugis
em (ii).

(iv) Supondo que u(x,t) ¢ a solugdo encontrada em (ii), faga os graficos
de u(z,0), u(z,1/2), u(z,1), u(z,3/2) e u(z,2).

6. Considere o problema

Utr = Upy
“{Irﬂ] =flz), z€R
'Ll:il:,'l.',[]} =0, z€R,

onde

1—|z| se |z|<1.

f(z) = {l} se |z| > 1,

Seja I' a unido das caracteristicas contendo os pontos da forma (xq,0),
onde zp € um ponto de descontinuidade de f'. Encontre uma solugio

u e C"E{E % (0,400) =TV NC(R x [0, +00)) e mostre que esta ¢ a vinica
solugéo nesta classe,

7. Encontre uma solugéo u € C2(R x [0, +00)) para o problema

Uy = Czu:n:: {I:ﬂ R x {D: —1—1}3)
I.L{:E.,ﬂj.l = .ﬂ::ﬂ}r zeR,
w(z,0)=0, z R,

onde ¢ > 0 é constante e f € C%(R). Mostre que a solucdo é tinica

nesta classe. Se f € C'(R) — C*(R), ser4 ;
1 possivel 1 s
C*(R x (0, +00)) N CHR x [0, +00))7 vel encontrar solugao em
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Secao 2: A Corda Infinita

1. COI]IEiEIEI‘E.(:} Problema {2.1} com f € C?(R), mas supondo que g
nao ¢ diferencidvel na origem, g€ CHR — {0}) N C(R). Seja I a uniéo

das caracteristicas contendo a origem. Mostre que u definida por (2.5)
gatisfaz a EDP em B2 — T,

2. Resolva o Problema (2.1) no caso em que ¢ = 2, f=0eg(z)= ze~t,

z € R. Se modificarmos a fungfo g no intervalo (—1,1), em que regiao
do plano xt a nova solucio serd diferente da anterior?

3. Provamos que, quando f € C%*(R) e g € C(R), o Problema (2.1) tem
uma tinica solugdo em C*(k?) dada por (2.5). No casoem que f & C*(R)
ou g & C'(R) e procuramos solughes nao classicas, no entanto, podemos
perder a unicidade. J4 vimos um exemplo (Exercicio 5 da segiio anterior)
onde f ¢ C?(R). Mostre que, se ¢ = 1, se f = 0 e se g for a fungio
caracteristica do intervalo (—1, 1), entio o problema terd uma infinidade
de solugdes em C*(R? — I'), onde T é a unifio das caracterfsticas que
contém um dos pontos (—1,0), (1,0). Prove que a solugio é tdnica na
classe C%(R? — I') N C(R?).

4. Resolva o Problema (2.1) no caso em que ¢ = 1, f(z) = e e
glz) = ze~*  z € R. Faga o grifico de u(z,tg) nos instantes g = 0,
th=1,=2elg=3.

5. (i) Resolva o Problema (2.1) no caso em que ¢ = 1, f(z) = O e
glz)=senz, z € R.
(ii) Faca o gréfico de u(z,tp) nos instantes to = 0, to = 7/2, tp = 7,
o =3m/2 e iy = 2m.

6. (i) Encontre todas as solugdes do Problema (2.1) em C*(R? —T") no
caso em que ¢ = 1, f(z) = g(z) = 0se z ¢ (-1,1), fz) = —g(z) =
1 - |z| se z € (—1,1), onde I' € a uniao das caracteristicas que contém
um dos pontos (—1,0) e (1,0).

(ii) Mostre que existe uma iinica solugao em C*(R? - T) N C(R?) e
desenhe o grafico desta solugio nos instantes t = 0, ¢ = 1/2, ¢ = 1,
t=3/2et=2.
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7. (i) Encontre todas as solugdes do Problema (2.1) em E‘E{R? ~T) g
casoemque c = 1 e f(z) = g(z) =0sez ¢ (—1,1), onde I é a unjj,
das caracteristicas que contém um dos pontos (—1,0) e (1,0).

(ii) Suponha que f,g € C(R). Mostre que existe uma vinica solugio gy,
C(R? —T) N C(R?).

Secao 3: Fungoes Pares, impares e Periddicas

1. Verifique quais entre as fungfes abaixo sdo pares ou impares: (i) zet
(ii) tan{az), onde a € R; (iii) o3 (iv)a* + z?; (v)zd + x?; (vi) |z|.

2, Dadas f,g: E —+ R, prove as propriedades a seguir.

(i) Se f e g forem fungdes pares, entdo f + g, f — g e fg também o
Serao.

(ii) Se f e g forem funcdes pares e se g(z) # 0 para todo x € R, entao
f /g serd uma fungio par.

(iii) Se f e g forem fungbes impares, entdo f + g e f — g também o

SErao.
(iv) Se f e g forem funcdes impares, entao fg serd uma fungao par.

(v) Se f e g forem funcbes fmpares e se g(z) # 0 para todo z € K,
entao f/g serd uma fungao par.

(vi) Se f for, ao mesmo tempo, par e impar, entdo f serd a fungio
identicamente nula.

(vii) Se f for uma fungio par e se g for uma funcio fmpar, entao f9
sera impar.

3. Determine quais das funcoes abaixo sdo periddicas e ache o perfﬂdﬂ
fundamental de cada uma delas:

(i) sen(wz/!), onde [ > 0;

(ii) sen(5z);

(iii) senh(2z);
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(iv) €%

(v) flz) = 0sez € [2n—1, 20 -
. para algum n € &, f(zx) = 1 se
mE[2n12n+1}paraa.IgumnEE; S

(vi) flz)=(-1)"sez e 2n—1, 2n) para algum n € E, f(xz) = 1 para
todos os outros valores de z € B,

4. : {lj Dé um exemplo de duas fum;ﬁea periddicas de periodos diferentes
cuja soma & periddica.

(ii) D-’% um exemplo de duas fungdes periddicas de perfodos diferentes
cuja soma nao é periddica,

(iii) Mostre que se f,g: R — R forem periédicas com periodos Ty &
Tg,hre.apectivamrs:nte, e se existirem m,n € & tais que mTy = nTy,
entao f + g serd periédica com periodo mT; = nT,,.

(iv) Mostre que, dados a,b € R niio nulos, a funcio f(z) = sen(azx) +
sen(bz) é periddica se e somente se a/b € Q.

5. Seja f: R —+ R uma funcio continua e periddica de periodo T = (.
Mostre que a funcgdo

F(z) = f:f(t]dt, z e R,

é peridgdica de periodo T se e somente se
T
/ f(t) dt = 0.
0

6. Encontre as extensoes pares e periddicas de periodo T de cada uma
das funcoes dadas e discuta suas propriedades de continuidade e dife-

renciabilidade:
(i) flz)=xsexe(0,1],T=2
(ii) f(z)=z?sexz€e(0,1], T =2
(iii) f(z)=tan z sex € [0,7/2), f(m/2) =1, T =m;

Scanned by CamScanner



112 A Equagio de Onda Cap
*

(iv) f(z) = cos(z®) se z € [0, /7], T = 2m;
) &) = (e - 1) W EE 01, T =2

7. (i) Para cada uma das fungdes do exercicio anterior, determ;,,
quando posssivel, uma extensiio fmpar e periédica de perfodo T e disey,
suas propriedades de continuidade e diferenciabilidade.

(ii) Quando nao for possivel achar a extensao do item anterior, reg,
fina a fungio nos extremos dos intervalos de modo a tornar possive] ty

extensao e encontre-a.

Secao 4: A Corda Finita
1. Resolva o Problema (4.1) nocasoem quee= 1, I =m, f(z) =0,
g(z) = senz, z € [0, 7).

2. Resolva o Problema (4.1) no casoem que c = 1 =, f(z) = z*(z-1)!
e g(z) = cos(mx — 7/2), z € [0, 1].

3. Resolva o Problema (4.1) no caso em que ¢ =1 =1, f(z) = sen(nz)
e g(z) = — =, z € [0,1].

4. Resolva o Problema (4.1) no caso em que ¢ = 1 =1, f(z) = =" -
223 +z e g(z) = 2% —z, x € [0,1].

5. Resolva o Problema (4.1) no caso em que e =1, [ = 7, f(r) = sent
e g(z) = cos®z — 1, z € [0, 7).

6. Seja g: [0,1] = Ik definida por g(z) = z se z € [0,1), g(1) = 0 e sej®
f=0.

(i) Mostre que u = u(z,t) definida por (4.6) para (z,t) € [0,1] %

[0, +00) é uma solugéio do Problema (4.1) em C*([0,1] x [0, +00) ~

') N C([0,1] x [0,400)), onde T' é conjunto de todas as card”

teristicas contendo os pontos da forma (2k + 1, 0), ou seja, L=
{(z,t) € Rx[0,c0) : 3k € Z com z+ct = 2k+1 ou z—ct = 2k+1}

(ii) Mostre que existe uma infinidade de solugbes em ([0, 1”:
[0, +00) —T'), mas a solugio em C*([0, 1] x [0, +o0) ~)nc([o, |
[0,4+00)) é tinica.
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7. Discuta a existéncia e unicidade de solugdes para o Problema (4.1)
no caso em que ¢ = 2, [ = 1, f(z) = 0 e g(z) = z se z € [0,1/2),
glz)=1==zsex € [1/2,1].

Exercicios Variados
1. Considere o problema

Upt = Uyy + ﬂ'{'i.-lg - ﬂ';r}: {I: t] G RE:
u({z,0) = f(z), zeR,
u(z,0) = g(z), ze R,
onde a é uma constante, f e g sio funcdes dadas, f € C*(R) e g € C*(R).

Discuta a existéncia e a unicidade em C?(R2?). (Sugestdo: faga uma
mudanga de variavel conveniente. )

2. Discuta a existéncia e unicidade em C?{R?) para o problema

Uy = tpr — 20Uz + a2, (z,t) € E?,
u(zx,0) = flz), = €R,
u(z,0) = g(z), TER,

onde a > 0 é constante, f € C%(R) e g € C'(R).

3. Considere o problema

uy = Cuge + Rz, 1), z€R, t>0,
u(z,0) = flz), = €R,
w(z,0) =g(z), T € R,

onde ¢ > 0 é constante, h € C(R x [0, +00)), f € C*(R) e g € C'(R).

(i) Faca a mudanca de varidvel { =z +ct, 7= & — ¢ para transformar
egge problema em

Vgn = _412;1(&';“?'5;{:”) , n<& £ER,
u(£,€) = F(€), € € R,eug(§,€) —evy(€,€) =9(8), E€R.
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(ii) Mostre que o problema em (i) tem uma dinica solugio em C?( H),
C(H), onde H = {(€,7) : n < £}, dada por

1 3
wlEn) = f{‘f};f{ﬂ}'FEE[? g(r)dr
1

o
(5525
4c* J Jpem) €

onde D(¢,n) = {(r,8) :n<s<r<§}
(iii) Conclua que o problema original tem uma Ainica solugdo e,
C2(R % (0,400)) N C(R x [0,+00)) dada por

x+ci
e,y = LEFDIIE=D - [ gryar
+ifL h(r, s)drds

onde 2 = Q(z, 1) é a regido limitada pelas caracteristicas contendo (z,t)

e pelo eixo dos z.
4. Considere o problema da corda “semi-infinita”, ou seja,

uﬂ=c2uﬂ, x>0 t>0,
u(0,8) =0, >0,
u(z,0) = f(z), == 0,
us(x,0) = g(x), = >0,

onde c > 0 é constante e f € C%([0,+00)), g € C*([0, +0c)) séo fungoes
dadas satisfazendo f(0) = f"(0) = 0 = g(0). Use a solucao geral d3
equacao de onda para mostrar que este problema tem uma tnica solugao
em C*([0,+00) x [0, +00)). Encontre uma férmula para esta solugao. 0
que acontece se a condigdo u(0,2) = 0 for substituida por u(0,t) =
h(t), t = 0, com h € C*([0,+o0))? Discuta existéncia e unicidade "
C?([0,+00) x [0, +00)) neste caso.
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Capitulo 6

Separacido de Variaveis e
Séries de Fourier

Na primeira segio, usaremos um problema envolvendo a equacio do calor
para.introduzir a ideia bdsica do método de separacdo de varidveis, o
que nos levara, de forma natural, 4s séries de Fourier. Nas duas 1iltimas
secOes, comecaremos nosso estudo dessas séries.

1 O Método de Separacido de Varidveis

Nesta secdo, usaremos o problema

U = otz em (0,1) x (0, 40c),
w(0,t) =0=u(l,t), t =0, (1.1)
u(z,0) = f(z), z€[0,],

para introduzir um método classico para a obtencao de solucgtes de pro-
blemas envolvendo EDPs lineares com coeficientes constantes acompa-
nhadas de condigdes de contorno Ef ou iniciais, o veneravel método de
separacao de varidvers.

Como vimos no Exemplo 3.3 do primeiro capitulo, u(z,1) € a tem-
peratura no instante ¢ no ponto z de uma barra de comprimento [ com
extremos em contato com um reservatorio térmico mantido a tempera-
tura constante zero, f ¢ a distribuigao inicial de temperatura e, para que
haja solucao, f tem que satisfazer a condicao de compatibilidade

f(0)=0=1(). (1.2)
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Do ponto de vista HEI-iED-, é razodvel procurar solugoes u £ C’Z[fﬂ,i} %
(0, +0¢)) NC([0,1] x [0,+00)) e, para isto, é necessdrio que f € C([o, 1),

A EDP em(1. 1} ¢ a equacdo do calor na sua forma mais simp]eg e,
como ja vimos anteriormente, é o prototipo das equacoes pal‘&hﬂlmas
Joseph B. Fourier (1768-1830) foi o primeiro a estudar sistematicament,
0 problema de condugao de calor e seu nome esta intrinsicamente |;.
gado ao método de separagiio de varidveis (alids também conhecido comg
método de Fourier), que é o precursor do método de expansio em auto.
funcgoes.

O problema de valores de contorno

U = o*uyy em (0,1) x (0, 400), i
u(0,t) =0=wu(l,t), t=0, (13)

¢ um problema linear e homogéneo, ou seja, o espago de solucdes do
Problema (1.3) é um subespacgo vetorial de C2((0, 1) x (0, +00))NC([0, 1] x
0, +00)). Neste caso, vale o principio da superposicio (veja a Proposicio
2.2 do Capitulo 1) e a ideia entdio ¢ procurar uma familia de solucdes
{uﬂ}"' do Problema (1.3), de modo que todas as solugdes possam ser
E}qJI'EEEEE na forma

® = z T (1.4)
n=1

(com uma nogao de convergéncia adequada). Assim, a solucio do Pro-
blema (1.1} seria dada por (1.4), onde a sequéncia de niimeros reais
{&n}::i seria. determinada pela condigfo inicial, ou seja, impondo-se
que

= i Cntin (2, 0). (1.5)
n=1

Vamos entéo resolver o Problema (1.1) desta maneira.
Para achar as solugoes de (1.3), vamos procurar solugdes da form?
(dai 0 nome separagio de varidveis!)

u(z,t) = P(@)(t). (19
Substituindo (1.6) na EDP, obtemos

p(z)Y'(t) = o?¢" (z)(t)
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e, dividindo por a®@(z)y(t) (nos pontos onde ¢ e ¢ nio se anulam),

@) _ 1 W) i
plz) o U(t)

0 lado esquerdo da equacgio (1.7) é uma fungio s6 de z, enquanto que o

lado direito depende apenas de t, logo ambos os lados tém que ser iguais

a uma mesma constante que denotaremos por —A. Obtemos, entdo, duas

EDOs

~¢"(2) = Ap(z),
W(t) = —a®A(t).

Estamos procurando solugdes w € C2((0, 1) x (0, +-00))NC([0, 1] % [0, +-00)),
logo queremos

e e C*H(0,D)nC(0,0) e e C?((0,400))NC([0, +00)).
Impondo a condigao de contorno, temos
w(0)d(t) = 0 = @()p(t), ¥t =0.

Como nao queremos solugoes identicamente nulas, ¢ é solugio do pro-

blema
w'(z)+ Aplz) =0, 0<z <,

1.8
0(0) = 0 = (1), (18)
enquanto que ¥ é qualquer solugdo da EDO
(1) + o xp(t) = 0. (1.9)

Um walor de A para o qual (1.8) tem solucao nio trivial (ou seja, que nio
é identicamente nula) é chamado um autovelor do Problema (1.8) e as
solugbes nao triviais correspondentes sdo as autofungdes correspondentes
ao autovalor A.

Como estamos procurando solugdes reais e —A € igual a ambos os
lados da equacdo (1.7), € claro que 86 nos interessam os casos em que
A € R. Mas, de fato, os autovalores do Problema, (1.8) sdo sempre reais
e positivos. Para provar isso, vamos admitir por um instante solugoes
complexas e vamos introduzir um produto interno no espago Cp([0,1]),
de todas as fungoes continuas [0,1] —+ C: se f, g € Cg([0,1]), definimos

[ —
(flg) = ]ﬂ 1 (2)9(@) d, (1.10)

onde g(z) é o complexo conjugado de g(x), = € [0,1].

Scanned by CamScanner



118 Separagio de Varidveis e Séries de Fourier Cap, ¢

Proposicio 1.1. (|-} definido por (1.10) € um produto interno g
Ce([0,1]), ou seja, satisfaz as sequintes propriedades:

(i) (fIf) 20, YfeCc(l01])

(ii) (fIf) =0« f=0

(ili) (af +glh) = a(flk) + (glh), ¥ f,g€Cc((0,1]), Ya €T
(iv) (flg) = (glf), ¥ f.g € Ce([0,1]).

A demonstragio da Proposicao 1.1 é muito simples: basta escrever g
produto interno como uma integral e usar as propriedades elementares

da integral de fungbes continuas.
Voltando ao Problema (1.8), se A € C for um autovalor e se ¢ for
uma autofun¢io associada, ¢ € C2((0,1)) N Ce([0,1]), note que, como

" = —M\p, existirdo os limites

lim ¢(z)=—A I = —Ap(0) =0,

lim, ¢'(z) =—A lim, w(z) w(0)

lim ¢"(z) = -A liﬂ{’l wlz) = —Aep(l) =0;
=+

Y

por outro lado, como ¢ é continua no intervalo fechado,

£ kol
A / iy = Tim ] o(y)dy = lim [¢(z) - ¢'(a)],
0 a—0% [ a=+07

[ b
A [ o)y = jim [ ¢y = Jim ') - (@)
o i~ Jx b=+l

logo existem os limites

lim ¢'(a), lim &'(b).

a—0+ b+

Estas propriedades nos permitem integrar as fungoes " ey no interval®
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[0,1]. Usando a EDP & integrando por partes, obtemos:

\ele) = Ople) = (1) = - [ o*(@)ofa) de
i
]
=— lim [ ©"(z)p(z)dz
a—0+

a=0* J,
b =
f sﬂ’{mlw’{mldm]
Sy 8 | o

b—l—
) —_— i
== Jim, 90300~ (i@ + | w@pd

= (¥'l¥’) >0

b
== lim |¢'(z)p(r)| -
1

(pois a tinica solugdo constante do Problema (1.8) é ¢ = 0), logo, como
(¢|) >0, concluimos que A > 0, E interessante notar também que, se w1
e py forem autofungdes de (1.8) correspondente a autovalores distintos
A1 e Ag, entd@o i) e py serdio orfogonais em relacio ao produto interno
(1.10), ou seja (i01]wa) = 0: de fato, tomando limites como acima, vemos
que podemos integrar por partes duas vezes para obter

(i) = (Mgrlgz) = (—¢flw2)
i
= - | dl@n@ i

- fﬂ ' @) da
= f e1(z)il () do

= (1| — 5)
= (1| haw2) = Aalierip2)

logo, como Ay # Az, (i1p2) =0

Vamos considerar a existéncia de autovalores e autofungtes reais para
o Problema (1.8). Como vimos acima, basta considerar A > 0, logo a
solugao geral (real) da EDO em (1.8) é

o(z) = a cos(v/Az) + bsen(vAz)

Scanned by CamScanner



120 Separacio de Varidveis e Séries de Fourier Cap. ;

onde a e b sdo constantes reais arbitrdrias; impondo as condiggp, &
contorno,

p(0)=a=0,
() = bsen[\,ﬁﬁ] = ()

Comow#£0,b#0e sen(vAl) = 0, segue que VAl = n para algup,
ne @, n#0, logo

neme
An,:—ﬁu, neN (1.1
sao os autovalores de (1.8) e
onlz) = sen (“‘EE) , & € [0,1], (1.12)

sio as autofuncgoes associadas. Note que os valores negativos de n nap
fornecem novas soluges pois sen(—#) = — sen#; portanto todas as an-
tofungdes associadas ao autovalor Ay, sdo miiltiplos de ¢y, .
Falta apenas resolver a EDO (1.9): e~®"M & um fator integrante e a
solugao geral é
W(t) = ke @M

onde k& é uma constante arbitraria.
Obtivemos, entdo, as solugdes

2 E.n_'z
i [ )
HH(I:E) = 5£1 (%) exp (—I—z t), T & [H,I]r | A D, 'ﬂEN

e, usando o principio da superposigdo, procuramos uma solugio da forma

s 222
nTe a“nen
u(z,t) = by sen (T) exp (—T :) , £€[0,1), 20, (1.13)
=
Observe que, formalmente, ou seja, deixando de lado os problemas de
convergéncia e diferenciabilidade termo a termo, u é solugio de (1-3_}_
Procurando uma solugéio de (1.1) da forma (1.13) e impondo a condig2?
inicial, temos

flz) = Ebn ST (?)1 x € [0,1]. {1‘14]
n=1

|
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Secdo 1 0 Método de Separacio de Varidveis 121

Portanto, para resolver (1.1} por este método, é preciso saber quais

fungoes  f € C([0,1]) podem ser expressas como uma série em senos da
forma (1.14), em que sentido as séries (1.13) e (1.14) convergem e como
calcular os coeficientes bn conhecendo f. O cdlculo dos coeficientes é
bastante simples: como as autofuncdes o, e @y, , se n # m, correspon-
dem a autovalores distintos, elas sio ortogonais em relagéo ao produto

interno (1.10); caleulando entio formalmente o produto interno de f
com @y , obtemos

+o0 o0
(f]‘ﬁ'nj = (Z hm‘me"Fn) = Z b (@mleon)

I
= _ g (mazy o 1
b (2nlen) ﬁnf gen ( i )dﬁ-’“—'bnz:-

o

e, portanto,
9 i
by, = ?L f(z)sen (’ljf) dz. (1.15)

Note que os coeficientes by, , n € N, dados por (1.15) estiio bem definidos
se f € C([0,1]); no entanto, a convergéncia da série (1.14) é mais
delicada e serd discutida no préximo capitulo.

Observagao. Ao contririo do método utilizado anteriormente para re-
solver problemas com a equagio de onda, o método de separacio de
variaveis produz um candidato a solugio, mas nada podemos afirmar
sobre a unicidade: para resolver a equacio de onda, supusemos que u
era uma solugio e provamos que u tinha que ter uma determinada forma:
na procura de solucoes para o Problema (1.1), partimos de uma determi-
nada forma e nada impede que existam outras solugoes completamente
diferentes. Mostraremos mais tarde que o Problema (1.1) tem, de fato,
uma inica solugio.

Um problema um pouco diferente, mas que também pode ser tratado
pelo método de separacao de varidveis, ocorre quando as extremidades
da barra estdo isoladas, em vez de estarem em contato com um reser-
vatdrio térmico mantido & temperatura constante igual a zero, como no
Problema (1.1). Segundo a lei de Newton, o fluxo de calor através de
uma secao da barra é proporcional & variagao de temperatura na direcéo
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do eixo, portanto a temperatura u(z,t) é solugao do problema

w = oPug: em (0,1) X (0, 4+00),
ug(0,8) =0= ug(l,t), 120, '[l-lﬁJ
u(z,0) = f(z), = € [0,1]-
Neste caso, procedendo como anteriormente, obtemos que f, em vey e
ter uma expansao em série de senos, tem uina expansao em série de

COSSENos, o seja, &

fl)=3+ i (MI) : o (uy

No caso em que o fluxo de calor em cada extremidade da barra é pro
porcional & temperatura na extremidade, temos ainda outro tipo de
condicoes de contorno. Um exemplo desse caso é o problema

iy = otz em (0,1) x (0,+00),

uz(0,1) +u(0,t) = 0 = ug(l,t) +u(l,f), t=0, (1.18)
u(z,0) = f(z), = € [0,l1].

Observe que o problema de contorno obtido de (1.18) retirando-se &
condigao inicial ainda é um problema linear homogéneo e o método de
separacao de varidveis pode ser utilizado; neste caso,

{64
flz) = %E +) [ﬂﬂ cos (n.?) + by, sen (g)] : (1.19)
n=1
(O fator 1/2 é utilizado apenas para que as férmulas para a,, sejam do
mesmo tipo se n > 0 ou se n = 0.)

O método de separagiio de varidveis nos leva entdo, de maneira natu
ral, ao estudo de séries do tipo (1.19), as séries de Fourier, Na proxims
segao, comecaremos a estudar estas séries e voltaremos ao método de
separagio de variaveis no Capitulo 8.

2 Os Coeficientes de Fourier

Na secao anterior, fomos levados g expressar uma fungio f em uma série
da forma

0=+ Sl () b ().

Scanned by CamScanner



Segdo 2 Os Coeficientes de Fourier 123

Gostariamos de responder trés questoes fundamentais:

(i) dada uma fungio f: [0,1] = R, quando é possivel expressar f como
em (2.1)7

(ii) como calcular os coeficientes ay, , by, conhecendo f 7
(lii) em que sentido a série (2.1) converge?

Destas trés, a segunda é a mais simples (pelo menos do ponto de vista
formal) e € a que responderemos nesta secio. Mas, antes, precisaremos
estudar algumas propriedades das funcées trigonométricas

@n(T) = sen (ﬂﬁ) , m €N, (2.2)
thn(z) = cos (E;E)  neZt (2.3)

A primeira propriedade é o cardter periddico dessas funcoes:

Proposicao 2.1. Dado n € N, as fungées @, e iy, definidas por (2.2)
e (2.3), respectivamente, sio periddicas com perfodo fundamental T' =
2l/n. Em particular, 21 € um perfodo comum a todas essas funcées.

Demonstragao: Vamos provar o resultado para 1, ; a demonstracao
para @y € inteiramente andloga. Vamos primeiro mostrar que T' = 2] /n
& um periodo para 1y, : de fato,

%{I+T}=EDE(M) =cn-s(n—?E+3ﬂ)

- oo (%) =)

Por outro lado, se T' for outro periodo para 1y, , entiio

Un(z +T') = thu(z), Yz €R = cos (”_“{_II‘*_TQ)

- (%) v

o (7)o (2
= 8eMn (‘TT—H:) = | (T.L?:T’)
COs
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124 Separacio de Varidveis e Séries de Fourier Cap,

escolhendo x = I/n, obtemos

' nrT"
cus(@):l#ﬂkeﬁ tal que = 2km
k21
= 3k e Z tal que T=—n—=kT,
portanto T' € o menor periodo positivo de 1y - 0

Definimos, na secao anterior, o produto interno em Ce([0,1]); é clagg
que a mesma férmula define um produto interno em ([0, I]}; ,Em geral
quando f,g: |a,b] — I sio duas fungdes tal que seu produto € integrédve]
podemos definir o produto interno

(flg) = f: f(z)g(x) dz. (24)

Se (f|lg) = 0, dizemos que f e g sio ortogonais em [a,b]. Uma familia
de funcdes é dita ortogonal em [a, b] se as fungdes sao ortogonais duas a
duas.

Proposicio 2.2. O conjunto {¢n : n € Z1 }U{pn : n € N} € um conjunto
ortogonal em [—1,1] e valem as sequintes relagoes de ortogonalidade:

I 0 se m,neLT, m#n,
[ tn@im@dz={1 s m=neN, (25
-
2( se m=n=/(,
{
[ $u@)pn(e)dz =0 ¥nez+, vmeN, (28
-
{
f il e = {'D se m,n €M, m#n, fE-T]
—i I se m=necH.

A demonstracio da Proposigio 2.2 é por cdleulo direto, usando &
expressdes para o produto de senos e cossenos. Para exemplificar, vam®
provar (2.7). Para isto, usaremos as formulas

cos(a+b) =cosa cos b—sen a sen b {E.E-]
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Secao 2 Os Coeficientes de Fourier 125

cos(a —b) = cos a cos b+ sen a sen b (2.9)
Subtraindo (2.8) de (2.9),

cos(a — b) — cos(a + b) = 2 sen a sen b

e, portanto,

cos(a — b) — cos(a + b)
5 .

Usando a férmula (2.10) para calcular a integral em (2.7), obtemos

fﬂ nlZ)iom(z) dz = f sen rr.;m:) Sen (m.;rrm) dx

AL () )

{
[_ P(x)om(z)dz =

sen a sen b= (2.10)

s #E m,

!

-1 [; S I 2oenffn mj?r]] 0.

(n—m)w (n+m)m
se n = m,
i i
1
f (‘Fn{ﬂ:}}gdﬂr = —[ [l — cos (Enﬂ‘m dx
- .2 I
1 |
= | — E E gﬁﬁﬂ{zﬂﬂ} =i

O leitor curioso deve estar se perguntando porque usar o produto
interno em [—[, I, j4 que as funcdes nas quais estamos interessados estao
definidas, em principio, apenas no intervalo [0,1]. A razdo é muito sim-
ples: as fungucs ¥n € Uy, NA0 sdo ortogonais em [0,1], o que dificulta
o célculo dos coeficientes a, e b,. E claro que, no caso de uma série
apenas em senos, nao tem problema, pois @, e ., sio ortogonais em
[0,1] se n &£ m.

Vamos usar as propriedades acima para calcular formalmente os co-
eficientes a, e b, na Equagio (2.1), no caso em que a funcao f for
conhecida. Em termos das fungdes n, € iy, podemos reescrever (2.1)
como

+00
=30+ Y (an¥n+bin). (2.11)

=]
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126 Separacio de Varidveis e Séries de Fourier Cap. ¢

Calculando formalmente o produto interno de f com o em [—1,1], cop,

o auxilio da Proposigdo 2.2 obtemos

(flibo) = 5 (Holto) = aol

e, portanto,

1 /! L 1
=200 =1 [ fen(a)as=7 [ 12

de maneira inteiramente analoga, fazendo 0 produto interno de f com
1, e depois com @y, , n € N, obtemos

{fl'iv'!’n} = ﬂn{"ﬁ’ﬁh{’n} = Gl
Ul‘ﬁn} = bn(ion|en) = bal.

Logo,

TEmaT

i
tn= 1l =7 [ f@eos(FF) as, mezt, 1)

[ .
by = % (flen) = —:— -[-1 f{z)sen (m;—'ﬂ) dz, n e M. (2.13)

E claro que a obtencao das férmulas acima fol inteiramente formal,
mas agora é possivel inverter o processo, ou seja, dada f: [-,1] — R tal
que as integrais em (2.12) e (2.13) fazem sentido, podemos formar a série
(2.1), com ay, dada por (2.12) e b, por (2.13), e estudar sua convergéncia
As Equagoes (2.12) e (2.13) sao conhecidas como as formulas de Euler-
Fourier.

Sejam | > O e f: [~1,I] = R uma funciio integravel. A série @
Fourier de [ é a série

Slifl= %ﬂ + g @ cos (E;E) + bnsen (?)] (2.14)

onde os coeficientes a, , n € Z* e b, , n € N, sio dados pelas formules
de Euler-Fourier. Os coeficientes an, n€ Z* e b, , n € N sdo chamad®
de coeficientes de Fourier de f.

Observe que, pela Proposigio 2.1, cada um dos termos da série [2-1“
é uma funcao periédica de periodo 2! e portanto, se a série convergir pard
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cadaz € R, elg CONVErgira para um

- a fungéio periddica de peri
particular, se a funcio f for tal o p e periodo 2I. Em

; : que f(-1) # f(I), ndo podemos esperar
que & série de Fourier de [ convirja para flz) paratodo z e [-1,1]. Além

dfssu, érl:.la:cural estudar séries de Fourier de fungbes da reta na reta que
;au I?El'lﬂdlﬂa.ﬂ: se fi =41 = R for tal que f(=1) = f(I) e sua série de
QUIIEr convergir para f(x) se x € [~1, 1], é claro que S[f] convergira, de

fﬂtﬁﬁ':i para F(z), qualquer que seja z € R, onde F: R — R & a extensio
periddica de perfodo 2! de F.

Exemplo 2.3. Vamos calcular a série de Fourier da fungao

f{ﬂ;]':{_-:: s —1<x<0,
T se (0<gz<l.

Fig. 25: Grafico da extensdo periddica de periodo 2 da funcao f do
Exemplo 2.3.

Neste caso, | = 1. Calculando diretamente os coeficientes de Fourier
pelas Equacdes (2.12) e (2.13):

1
ag = _]_ff:r:]dz=1,
an = [_11 f(z) cos(nmz) dz

1
= — ./—u r cos(nwz) dr + f x cos(nmz) de
= | 0

cos(nm) =1 _ , (=1)" 1
=3 i = neg2
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128 Separacio de Varidveis e Séries de Fourier

bn = [_l] f(z) sen(nmz) dz

0 1
= — f r sen(nwz)dzr + ] z sen(nmz)dzr =0,
-1 0

Slfl==+ f?t}}n—_l- cos(nwz)
n=1

nemwe

Gl

b2 |

o0 2(_2} 1
+ Z 1) cos ((2k + 1)mz)
k=0

o | =

4 = cos ((2k + 1)rz)
72 ﬁ:gu (2k + 1)?

Exemplo 2.4. Vamos agora calcular a série de Fourier da fungao

0 se —w<zr<louz=m,
fla)= w 8¢ 0D0<z<m.
Nesse caso | = 7 e os coeficientes de Fourier de f sdo dados por
e Trf[m]dm—?r
W=T

-

ga=m | o) contis) da = sen(nz) [ _ 4

g . no .o

| ~ eos(nz)|”  1—(-1)"
by = == f(z)sen{nz)dz = ~a s =

e portanto a série de Fourier de f é dada por

+-00 9
Sl =5+ E s sen((2k+ 1)a)

O leitor atento ji deve ter observado que a fungao f do Exemplo 23
é par e que sua série de Fourier é uma série em cossenos. De fatd, ;
fungoes pares sempre tém séries de Fourier apenas em cossenos €T quast :
que as fungoes impares tém série de Fourier em senos. A razao é simpl®®

uma fungéo par € ortogonal em [—[,1] a uma fungio {mpar.
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Secdo 2 Os Coeficientes de Fourier 129

<[ T r
-T T ii';n; E

Fig. 26: Gréfico da extensio periddica de perfodo 27 da funcio de f
do Exemplo 2.4.

i 3T

Podemos reescrever a série de Fourier de uma funcio f definida em
[—1, 1] de uma maneira diferente usando exponenciais complexas. Lembre
que, sex € R,

e = cos ¢+ isen z,

de modo que

ginmzfl i E—:'rl'rri‘,-"l

(A
CoOs 7 = 5
T Ei’uﬂ::,-"! = E—i.r:fr:l:ﬂ
EE““( : )= 2%
Portanto,
oo
ag s (TTE far=y)
E*‘E[ﬂﬂmﬂ( ) + b sen (5
n=1
-+ : .
_ % n = b inmafi | Ont 0 ot
e LS Z [ 5 ¢ +———e

n=I1

o
_ Z f{ﬂ]ﬂinﬂmﬂ

=00
onde a série de —oo e +oo deve ser interpretada no sentido de valor
préprio, ou seja, .
im Y fln)em=h! (2.15)
N—=r+co
n=—N

¢ os coeficientes f(n), também chamados de coeficientes de Fourier com-
plezos de f, sdo dados por

Fl0) = E;i (2.16)
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130 Separagdo de Varidveis e Séries de Fourier Cap, g

& — iby,
Fn) = ““_;—, neN, (217)
flemy == ;m,,_ , neN. (2.18)

A série (2.15) é a série de Fourier compleza de f. Usaremos muitas vegeg
a forma complexa da série de Fourier por ser mais concisa. Observe que
a convergéncia da série de Fourier de f, dada por (2.14), é equivalente
a convergéncia da série complexa no sentido da existéncia do limite ep
(2.15). Das Equacdes (2.12), (2.13), (2.16), (2.17) e (2.18), é fAcil ver

que
it E 1
f(n) = % [_ : flz)e ™=/ dz, nel. (2.19)

Observe que, mesmo para funcoes reais, os coeficientes de Fourier com-
plexos sdo de fato niimeros complexos ndo reais, a nio ser que b, = (),
¥n € N (isto ocorrerd se a fungdo real for uma fungio par).

3 Interpretacao Geomeétrica

Do ponto de vista geométrico, 0 método que utilizamos para o céleulo
dos coeficientes de Fourier é bastante natural. Para ver isto, considere

o espaco vetorial real B® munido do produto interno usual:

(@) =Y gy &= (1o 2By ¥ = G130y m). (1)

=1
Como sabemos, os vetores e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) for-
mam uma base para R" e, portanto, todo vetor & € R™ pode ser expressd
~omo uma combinacao linear dos vetores ey, ...,€n,
Tt
§=1

Jomo calculamos os coeficientes ¢; 7 Como a base {e;,...,en} € 070
wormal, ou seja,

0 se j£k

- = 5 —
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(6x € chamado o delta de K ronecker), obtemos

T
{mlﬂk} = ZIjElek = Tf .

§=1

b >
8,
i IJ E..r'

Fig. 27: z;e; ¢ a projecdo ortogonal do vetor = sobre a reta
determinada pelo vetor ¢;.

0

Geometricamente,

rie; = (x|ej)e;

& a projecio ortogonal de x ao longo do vetor e, .

A situaciio no caso das séries de Fourier é andloga: aqui também te-
mos um espaco vetorial (por exemplo C([—1,1])) munido de um produto
interno (definido por (2.4) com a = —b = [) e um conjunto ortogonal
(mas ndo ortonormal em geral, pois (gnlign) = (Ynlyn) =lsen € )
formado pelas fungdes ¢y, n € ZT, e i, n € N. Embora essas fungdes
nio formem uma base no sentido algébrico, se uma fungio f puder ser
expandida em série de Fourler, se a série convergir pontualmente para
f e se pudermos integrar a série termo a termo, podemos justificar as
contas formais que fizemos para achar as férmulas de Euler-Fourier.,

Vamos entio usar essas ideias geométricas para deduzir algumas pro-
priedades das séries de Fourier. E conveniente para aplicagfes escolher
um espago vetorial um pouco maior do que C([-L,1]).

Definicdo 3.1. Uma funcdo f é dita seccionalmente continua em [a, b] se
existir uma partigio a =T < Ty < Tn =1 do intervalo [a,b] tal que
f seja continua em cada subintervalo (z;,Tj+1) € que flx) t!‘}!l'ldﬂ. a um
limite finito quando « € (Zj,j4+1) tende a Tj OU & Tj+1, D<jisn=-1
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Note que uma fungio seccionalmente continua em [_.;11 bl néao esty tia.
cessariamente definida em todo o intervalo [a,b]: a fum;au: f na Dﬂﬁnigﬁu
3.1 pode estar definida apenas em U;-:& {“'}:"-‘ 1-‘;'+1}~ Dﬁﬁm{ﬂﬂﬁ dﬂsta: ma,
neira para poder incluir a derivada de fungoes ﬂ?mﬂ a fungao f na I*jzgum
98. Note que uma fungio seccionalmente continua em I?’ b é hmltada’
ou seja, existe M > 0 tal que |flz)| € M qualquer que seja  no domiyj,

de f.

Exemplo 3.2. A funcéo f: [a,b] — R cujo grafico é mostrado na FiEﬂra
98 & seccionalmente continua, enquanto a fungéo g: [a, b +Rndoog¢
pois lim f(z)=-+o0.

z—rat

Vamos denotar por SC([-[,1]) o espago das funcGes reais seccional-
mente continuas em [—{,1]. Note que SC([-,!]) € um espago vetorial e
que podemos definir, se f, g € SC([-1,1]),

!
(flg) = f S(@)ola)da. (32)

flx) 4 g(x)4

- 5 ’ : )

Fig. 28: f ¢ seccionalmente continua mas g ndo o é. Observe que [’
também é seccionalmente continua, embora nio esteja definida em
rg,T1 8 Tn.

E importante observar que, em SC([-1,1]), o “produto” (-|-) definido
acima ndo €é um produto interno pois, como as fungoes em SC([-1 )
nao sao continuas em geral, existem funcoes f € SC([-1,1]) com (f|f) =
0 mas f(z) # 0 para algum = € [-1,I]. De fato, (--) ¢ uma form?
bilinear simétrica positiva em SC([-1,1]), ou seja, satisfaz as seguinte®
propriedades:

(@) (af +Bglk) = a(f|r) + B(glh), ¥ f,g,h € SC(-1,1)), a,fER
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Note que uma funcao seccionalmente continua em [a, b ndo estd ne-
cessariamente definida em todo o intervalo [a, b]: a funcdo f na Definicio
3.1 pode estar definida apenas em UF;E::{Ij.:Ej+1}. Definimos desta ma-
neira para poder incluir a derivada de fungdes como a funcio f na Figura
28. Note que uma fungio seccionalmente continua em [a, b] é limitada,

ou seja, existe M > 0 tal que |f(z)| < M qualquer que seja = no dominio
de f.

Exemplo 3.2. A funcio f: [a,b] = R cujo grifico é mostrado na Figura
28 € seccionalmente continua, enquanto a funcio g: [a,b] — R nio o é,
pois lim f () = +o0.

T—ra

Vamos denotar por SC([—1,1]) o espago das fun¢Ges reais seccional-

mente continuas em [—1,1]. Note que SC([—L,1]) é um espaco vetorial e
que podemos definir, se f,g € SC{[-1,1]),

i
(flg) = f_ S(@)o(e) de. (3.2)

fx) 4 2lx)

= S o

§ N Gy PN :

3 H : : > 5 ; i i:);
Wi gy 1 Fg & W @ b

Fig. 28: f é seccionalmente continua mas g nao o é. Observe que f'
também é seccionalmente continua, embora nfo esteja definida em
Ty, T1 € Ty.

E importante observar que, em SC([-1,1]), o “produto” (-|-) definido
acima nfo é um produto interno pois, como as fungdes em SC([-1,1])
nio sdo continuas em geral, existern fungdes f € SC([-1,1]) com (f|f) =
0 mas f(z) # 0 para algum z € [-[,l]. De fato, (:|-) é uma forma
bilinear simétrica positiva em SC([-1,1]), ou seja, satisfaz as seguintes
propriedades:

(i) (af + Bglh) = a(f|k) + Blglh), ¥ f,g.heSC(-LI), a,BER;
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Secdo 3 Interpretacio Geométrica 133
(i) (flg) = (g1f), ¥ f.g € SC([-1,1]) (simetria);
(iii) (flf) =0, ¥f e SC([-11]) (positividade).

Desssas propriedades obtemos facilmente a desigualdade de Cauchy-
Bunyakowski-Schwarz (CBS): quaisquer que sejam f, g € sC([-41),

[(Fla)| < [IF1F gl (3.3)
onde
WAl = Vf15), ¥ £ € SC([-L,1]). (3.4)
De fato, dado r € R,
0< (rf +glrf +g) = r*IfI2 + 2r(J1g) + llall*; (3.5)

como (3.5) & vilida ¥r € R, o discriminante tem que ser menor ou igual
4 PEro, Ou seja,

a(flg)* — 4|l 1% lgl* = 0
e portanto a Desigualdade (3.3) é vélida.

Observagdo. Segundo (HARDY, LITTLEWOOD e POLYA, 1973),
a Desigualdade (3.3) foi provada primeiro por Cauchy para o produto
interno usual em B (1821); Bunyakowski (1859) e Schwarz (1885) pro-
varam independentemente o resultado para o caso de produto interno
definido por integrais. Na Europa Ocidental, nos Estados Unidos e, em
consequéncia, no Brasil, a desigualdade € conhecida como desigualdade
de Cauchy-Schwars.

E importante observar que a Desigualdade (3.3) € vilida em qualquer
espaco vetorial real munido de uma forma bilinear simétrica positiva -
em particular, em qualquer espago vetorial real munido de um produto
interna.

A fungfio || - || definida por (3.4) € uma semi-norma em SC([-1,1]),
ou seja, satisfaz as seguintes propriedades:

(i) |Ifll = 0 ¥ f e SC([-4 1]}
(ii) [laf]l=lalllfll, ¥feSC(=L1), xek;

(i) [|f +gll < |IFIl + lgll, ¥[.g € SC([=1,1]) (desigualdade triengu-
lar.)
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A demonstracio das propriedades (i) e (i) é trivial; quanto & desi.
gualdade triangular, basta usar a desigualdade CBS:
IF +all* = (f +glf + g)
= |IFI1* +2(f1g) + ||g| 2
S AP +2/(719)| + )92
< WA+ 201711 lgll + [lgll® = (|1£1] + [1l)>.

Outra propriedade importante é o Teorema de Pitdgoras:

(Flg) = 0= If + gl = 1 + g1/ (3.6)

(A demonstracsio é imediata: basta analisar as duas primeiras linhas do
célculo acima.)

Se f.g € SC([-1,1]), ||f —gll ¢ a integral de —I a I do quadrade da
distincia entre o ponto (z, f(2)) no gréfico de f e o ponto {z, g(x)) no
grafico de g, logo ||f — g|| mede, de certa forma, o quanto as fungtes f
e g estdo longe uma da outra. Observe que se f e g diferem apenas em
um mimero finito de pontos, ||f — g]| = 0.

Fig. 29: A regiao compreendida entre os grificos de f e de a If —all
¢ um tipo de medida do tamanho desta regiio,

Voltando as séries de Fourier, note que, se f £ SC([=L,1]), a série
de Fourier de f estd bem definida. Uma das propriedades fundamentais
das séries de Fourier € que a série truncada dd a melhor aproximacio
possivel da funcio [ no seguinte sentido:
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Proposicio 3.3. Se f € SC([-1,1]) e se
oo
Sl =S to+ Eiaﬂﬂm + Buipn)

for a série de Fourier de f, entdo quaisquer que sejam N € Z%, M € N,
ndm ER,0En<N, 1=sm= M,

a N It
~f— (§w+2un¢ﬂ+zwm)
n=1h, m='fu
< nf— (%%+Zcm¢n+ denﬂm)
n=1

m=1

(3.7)

Além disso, a igualdade é vdlida se e somenie se a, = cp para todo
n=0,....,N ebp,=dp paratodom=1,...,M.

Demonstracio: Vamos denotar por Sy © espago vetorial gerado por
{fn: 0<n< N}U{pm: 1 <m < M}
e seja
2 N M
g=1- (f¢u+2ﬂn¢n+ Ef‘mﬁ‘:‘m) :
n=1 m=1

Usando as equacoes de Euler-Fourier (2.12) e (2.13) e as relacoes de
ortogonalidade (2.5), (2.6) e (2.7), obtemos

(glibo) = (f1¥o) — 55 (olto) =0,
(glttn) = (fa) = an(nlthn) =0, 1SR < N,
(glom) = (flm) — ba(omlm) =0, LS m < M,

logo g & ortogonal a todos os elementos de Sy . Como

N M
h=““;c”:pu+2{ﬂn-ﬂn)¢n+ D (b = dm)pm € Snm

n=1 m=1
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pelo teorema de Pitdgoras,

i M
||.f = (%Lﬂ + Zﬂrﬂl'-l?n -+ Z dml,"-"'rrt)

n=1 m=1

2

= llg+ &lI* = llgll* + l1AlI* = llg]|*

N M
fip
- (ot Ser i

2

o que prova (3.7). E claro que, se ap = e € by = d, n=0,..., N,
m=1,..., M, a igualdade em (3.7) serd vilida. Reciprocamente, s a
igualdade for vilida pelo cdleulo acima vemos que ||h]|* = 0; mas h &

uma funcao continua, logo
1
0= ||h|? :f (h{z))*dz = h =0,
-
ou seja, @n = Cp € by = diy, quaisquer que sejam n € {0,...,N},
me {1,...,M}. O

Qutra propriedade fundamental das séries de Fourier ¢ a chamada
desigualdade de Bessel:

Proposicio 3.4. Seja f € SC([-11]) ¢ seja
B ﬂ_q +o0
Sifl =5 o+ E{aﬂwn + bagn)
sua série de Fourier. Entdo as séries

+oo +00
Yoad, > om
n=1

n=1

convergem e vale a desigualdade de Bessel

B N2 58 ) < 1P (a8
E(F+Eaﬂ+zh < |IfIi%. ,

n=1 n=1
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Demonstracao: Para cada N, M € M, usando as relagtes de ortogona-
lidade e as equactes de Euler-Fourier,

2

\f - —‘ti’u - Z Gntn — E bnipm

n=1 m=1

N M
= (1) = (f1¥) = S anl{) = 3 (lm) - = (ol )

i
+ =2 (Wolo) - Z an(tnl ) + Z an(¥nltn)

n=1

“ Z b (2m|f) + Z b (@l om)

m=1

=[_ﬂf]—!%—!2ui—!2b§r
n=l m=1

Portanto, quaisquer que sejam N, M € N,

“?'+'Zun+§:b <Lyse.

(3.9)

Como toda série limitada de termos positivos é convergente, a desigual-
dade (3.9) implica na convergéncia das séries

+oo o
> an, Db

n=1 n=1

Podemos entdo tomar o limite quando N, M — 400 em (3.9) para obter
a desigualdade de Bessel.

0
MNa sua forma complexa, a desigualdade de Bessel fica:

Corolério 3.5. Seja f € SC([—L,1)) e seja {F(n)}nez a sequéncia dos
eoeficientes de Fourier compleros de f. Entao o série

R0

+o0 N
Y [P = im0 7R
n=—N
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converge e vale a desigualdade de Bessel (na sua forma compleza)

+o0 |
> IFof < AP =5 [ 1f@)Pds

n=—ua

A demonstracio do Corolério 3.5 é imediata: basta usar as Equagoes
(2.16), (2.17) e (2.18) junto com a Proposicao 3.4. Observe que, de fato,
o Coroldrio 3.5 é vilido também para fungbes complexas: se f: [—1,1] —
C for seccionalmente continua, entdo f = u+iv com w,v € SC([=1,1]) e

fn) = @i(n) + it(n), ¥neL;
= §(—n) (veja (2.17) e (2.18)) para g real,

mas, como g(n

=

IF())? = Fin)f(n) = (fi(n) + i6(n)) (E(-n) — i0(-n))

= [ii(n)|* + [G(n)|* + i[i(—n)T(r) — Gn)T(-n)],

lo
e N

N
S IfmP= Y [[an)i + [@n)P]

n=—N fi=—0

e o Coroldrio 3.5 segue. ‘
Um coroldrio de aspecto inocente da desigualdade de Bessel que €

fundamental para a teoria de séries de Fourier é o chamado lema de
Riemann-Lebesque:

Corolario 3.6. Se f L= S{:'{[—E, I]:I £ 8¢
ag +oa
5f] = 5 Yo + E{aﬂ{:ﬂ + b )
for sua série de Fourier, entio

lim a,=0= lim b&,,

n—+100 n—+oo

Na sua forma complexa, o lema de Riemann-Lebesgue fica

Coroldrio 3.7. Se f: [-1,I] = C for seccionalmente continua, entao
f{n} —+ (0 guando |n| = +00.
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4 Exercicios

Secao 1: O Método de Separacio de Varidveis

1. Determine se o método de separacio de varidveis pode ser usado para

transformar cada uma das EDPs abaixo em um par de EDOs; neste caso,
ache as EDOs:

(i) Tups + up = 0;
(1) tuge + zu =0;

(i) Upr + g + ug = O;
2

- o 1
) 55 (P52 ) —r@) S =0

(v) tee 4 (z +y)uy, =0.

2. A equagdo de calor a duas dimensbes espaciais é dada por o Au = u,
onde v = u(z,y,t) e A € o laplaciano em relagfio as varidvels espaciais
(x,¥). Suponha que u(z,y,t) = X(z)Y (y)T(t) e ache as EDOs satisfei-
tas por X, Y, T

3. Considere a equagao de calor a duas dimensdes como no Exercicio 2.

(i) Mostre que a equagio em coordenadas polares fica v = o®(v,, +
v, /7 + vgg/r?), onde v(r,8,t) = u(z,y,1).

(ii) Suponha que v(r,#,t) = R(r)&(8)T'(t) e ache as EDOs satisfeitas
por R, @eT.

4. Utilize o método de separagio de varidveis para obter solucoes for-
mais para os Problemas (1.16) e (1.18), mostrando que as Equagbes
(1.17) e (1.19), respectivamente, tém que ser satisfeitas.

5. Este problema ilustra o fato de que o parmetro A pode aparecer
também nas condigdes de contorno. Considere as vibragtes longitudinais
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de uma barra eldstica uniforme de comprimento [. Pode-se mostrar que
0 deslocamento w(x,t) satisfaz a equacao

(E/plter =uw, 0<z<l, 10,

onde E é o médulo de Young e p é a densidade de massa. Suponha que a
extremidade = = 0 est4 fixa e que a extremidade z = [ estd rigidamente
presa a uma massa m. Pode-se mostrar que as condigoes de contorno
neste caso sao dadas por

u(0,t) = 0 = E Aug(l,t) + muu(l,t), ¢ >0,
onde A é a 4rea da segio reta (constante).

{1} Suponha que u(z, t} = I[IJT“] e ache as EDOs satisfeitas por X
eT.

(ii) Mostre que as condigdes de contorno para X sfo dadas por
X(0)=0=X"(I) —vyALX(l)
onde v = m/(p Al).
(iii) Determine a forma das autofungies e a equagao satisfeita pelos

autovalores do problema de contorno para X.

6. O movimento de uma membrana circular (como um tambor) é go-
vernado pela equacéo da onda a duas dimensoes espaciais:

g = C(Ugs + Uyy), T +y° < R*, > 0.

(i) Mude as coordenadas cartesianas (z,y) para coordenadas polares
(r,#) e reescreva a equacio nas novas coordenadas.

(ii) Suponha que v(r,8,t) = R(r)8(0)T(t) é solugdo da equagdo em
(i) e ache as EDOs satisfeitas por R, @ e T
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Secao 2: Os Coeficientes de Fourier

1. Calcule a série de Fourier de cada uma das fungdes abaixo:
() f@)=—3, —l<z<l, fQ)=1
(ii) flz)=—l—z,e -l<z<0; flz)=1—-2se0<2<];
(iii) f(z) =sen’s, —w<z<m;
(iv) flz)=1—|z|, -l<z<l;
2%, |z <1

(vi) f(=

(vii) fl(z) =0se-l<z<0ouz=1I fl(z)=ase0<z<l onde
a € [£ é uma constante.

x)
)
(v) flz)=1selz| <m/2, f(z)=0sen/2<]|z| <
)=
)

2. Seja F' € C(R) periddica de periodo 21,

(i) Prove que, se F for par, sua série de Fourier serd uma série em
cossenos (ou seja, b, = 0 para todo n € N).

(ii) Prove que, se F' for impar, sua série de Fourier serd uma série em
senos (ou seja, a, = 0 para todo n € Z1).

3. Calcule os coeficientes de Fourier complexos das fungées do Exercicio 1.

4. Seja F € C(R) periddica de perfodo 21.

(i) Prove que, se F for par, todos os seus coeficientes de Fourier com-
plexos serdo, de fato, mimeros reais, ou seja, F(n) € R qualquer
que seja n € Z; além disso, F{n} F[—n) n e Z.

(i) Prove que, se F' for {mpar, entdo F(0) = 0 e F(n) serd um ima-
ginario puro se n # 0, ou seja, F(n) = ir, para algum r, € R.
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Secao 3: Interpretacao Geomeéirica

1. Para cada uma das funcoes do Exercicio 1 da Segdo 2, ache uma cota

- ag X 5 0
superior para as séries - + Y. (an + b2).
n=1

2. Suponha que f € C'(R) é periédica com periodo 27 e f(0) = 0.
(i) Defina a funcdo complexa g: R — C peridédica com periodo 27
poT Q[I) = f(m]f{ﬂm i 1} sex # 0, € [_ﬂtﬂ]! ﬁ(U] = _i‘f‘l(n)-
Mostre que g é continua em R,

(ii) Mostre que fin)=3(n—1)—-5G(n), nek.

(iii) Conclua que a série de Fourier complexa de f na origem converge
para f(0) = 0 no sentido que

im Y f(k)=0.
k=-—n

n,m—+00
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Capitulo 7

Convergéncia das Séries de
Fourier

Neste capitulo, discutiremos a convergéncia das séries de Fourier. Para
iss50, comecaremos estudando algumas propriedades de sequéncias e de
séries de funcoes que sio discutidas, em geral, em um primeiro curso de
anilise (veja, por exemplo, [LIMA, 1989]). Na segunda secio, demons-
traremos um teorema de convergéncia pontual. Na terceira, veremos
quando a série converge uniformemente. Terminaremos o capitulo intro-
duzindo o importante conceito de convolugio para fungbes periddicas.

1 Sequéncias e Séries de Funcoes

Definiciio 1.1. Seja { f,}.}25 uma sequéncia de fungies complexas conti-
nuas definidas em 2 € B™., Dizemos que a sequéncia {f,} converge
pontualmente em { para una fungdo [ se, e somente se, dados x € () e
g > 0, existir N € M tal que

n2N=|f(z) - falz)| <e. (1.1)

Dizemos que o sequéncia {f} converge uniformemente em 0 para uma
funcio f se, e somente se, dado £ > 0, existir N € N tal que

n= N = |f(z) - falz)| <&, Yz el (1.2)
Dizemos que a série de funcoes

) (=)
n=]

143
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144 Convergéncia das Séries de Fourier Cap. 7

converge pontualmente (respectivamente, uniformemente) em 1 se e so-
mente o sequéncia de funcdes

Fy(@)=)_ fi), z€,
i=1

convergir pontualimente (respectivamente, uniformemente) em (2.

Observe que, na definigio de convergéncia pontual, o inteiro IV pode
depender de z, enquanto que, na convergéncia uniforme, o mesmo N
funciona para todos os valores de 2. Uma propriedade importante é que
uma sequéncia de fungbes continuas convergindo uniformemente con-
verge para uma fungio continua:

Teorema 1.2, Sejam ) € R™ um conjunto ndo vazio e {fn}'25 uma
sequéncia em Cg(f). Se a sequéncia {f,} convergir uniformemente para
uma funcdo f: 0 — C, entdo f € Cc(0).

Demonstragéo: Seja zg € ). Dado ¢ > 0, como a sequéncia converge
uniformemente, existe N € M tal que

£
c€Q n2N=|f@)-fale)| < 5
Por outro lado, como fy é continua em x, existe § > 0 tal que

T €8, |v—zo| <b=|fn(z) - fn(za)| < %

Portanto:
zEL |x—m;| <&
I
|f(z) = f(zo) < f (@) = Fn (@) +|Fn (@) = (o) + | fav (o) — Flzo)| < &,
0 que prova que f € continua em zo. Como xp € §) é arbitrario fe
Ce(2). o

Teorema 1.3 (Teste M de Weierstrass). Sejam Q@ C B™ um congunto

ndo vazio e {fn}23 uma sequéncia em Ce(). Suponha que existe uma
sequéncia numérica {M,}72% tal que

=+ 00
fn(@)l < M, VoeQ, ¥neN, ¥ M, < +.
n=1

Entdo a série de Jungoes 5 fu(z) converge uniformemente em (1.
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Demonstragao: Vamos mostrar em
pontualmente em £%: de fato, como
da{lﬂs}{]&xjstENENtalquﬂ

primeiro lugar que a série converge
a série numérica 3 M, converge,

{
[2n2N=0<Y M <e¢;

k=n

logo, qualquer que seja x ¢ £,

E
> fle)
k=n

i [
<D ) <Y Mi<e, (1.3)
k=n k=n

O que prova que a série ) f,(z) converge pelo critério de Cauchy. Vamos
entao denotar por f(r) a soma da série, ou seja,

+00
Fiz) = Z falz), z €

n=1

Para cada z € Q2 fixo, tomando o limite (j4 sabemos que existe
(1.3) quando I — 4co, obtemos

Z Jnl(z)

k=n

) em

o+ o
<Y Mp<e, ¥n>N. (1.4)
k=n

Mas entéo, quaisquer que sejam z € @ e n > N, usando (1.4)

n o0 -0
f@) =3 o)=Y i@ Y M) <e,
k=1 k=n+1 k=n41
0 que prova que a convergéncia é de fato uniforme. O

Teorema 1.4. Sejo {fu}12] uma sequéncia em C([a,b]) e suponha que
a sequéncia {fn} converge uniformemente em [a,b] pare wma fungédo
f € Cclla,b]). Entdo, qualquer que seja g: [a,b] — C seccionalmente

continua,
f: flz)g(z)de=lim f: fnl2)g(z) de.
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Demonstragio: Como g ¢ limitada, existe M > 0 tal que
lﬂ(m]l <=M, Vze [ﬂ:b]'

Por outro lado, como ¢ ¢ seccionalmente continua, as integrais

fa - f(z)g(z) d, f bfn{ﬂy{wll dx

existem. Dado £ > 0, escolha N € N tal que
E

EEI‘I:E’]: nENﬁlf{x}—fn{x}!ﬁm

Entio, se n > V.

f:f{-ﬂy{ﬂ) dx — fﬂbfnfmjﬂifﬂ}dfﬂl -

&
Ef“ rf(r:r."l—fn{mlllgimﬁldmimﬁmfdm=E'

0O

O T&n}"ama 1.4 nos diz que podemos trocar a ordem de um limite
com uma integral sobre um intervalo finito, desde que o limite seja uni-
forme. Entdo podemos trocar a ordem de uma série convergindo uni-

formemente com uma integral: se S f, S
: n convergir unifo .
fn€ G’c{[ﬂ., ﬁ]], definindo & rmemente, com

Fr(z) = Zf.i:{ﬂ'}:- z € [a,b],
k=]

€ claro que F,, € a,b enci irs
b q n € Cc([a, b]) e a sequéncia {F.} convergird uniformemente,

b Foo b
[ Eawn@as= [ im F 0

i f—+og
— 3 b
"'n_]jﬁlmfu Fu(z)g(z) ds

+oo .
=k§ fn fi(2)g(z) ds
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qualﬁue_i qmi seja g: [a,b] = C seccionalmente continua.
SItuacao para o caso de integrais impréprias é um pouco dife-

rente: por exemplo, nas condigdes do Teo i
. rema 1.4, se
continuas em |[a, +00), entd as funcoes forem

0o
fa oim fa(2)g(z) de = lim lim  fu(z)g(x) dz

m—tco Jo  ndtoo

= dm_ im [ fee) de.

mE{-’:: para trocar a ordem dos limites, é preciso que os dois limites sejam
unitormes. Portanto, o teorema vale no caso de integrais impréprias se

a integral convergir uniformemente. Para maiores detalhes veja [CARS-
LAW, 1950).

Teorema 1.5. Seja {f,}}2] uma sequéncia em CL([a,b]). Suponha que
e série 3 fulzo) converge em algum ponto zp € la,t] € que a série
das derivadas ) fy(z) converge uniformemente em [a, b @ umna fungdo
g € Ccl[a,b]). Entdo a série ¥ fo(x) converge uniformemente em la, b
a uma fungdo f € Ci([a, b)) e f' = g.

Demonstragio: Dado z € [a,b], como a série das derivadas converge

uniformemente, pelo Teorema 1.4 podemos integrar a série de Ty ate x,
obtendo

x o T i

[awat=3" [ iyt =3 l1n(a) - falao)
To ne=]l* %0 n=1

mas, por hipitese, a série ) fu(zo) converge, logo a série Y f,.(z)

também converge para um valor que denotaremos por f(z) e obtemos

[ " gt)dt + Fzo) = fla): (15)

portanto, como € [a, b] é arbitrério, f: [a,b] = C é de classe C" com
f! = g. Falta apenas mostrar que a série converge uniformemente. Dado
£ > 0, escolha N € N tal que

o(t) ~§] £ , Vi€ lab)

SN,
2(b — a)
n=>N=

flzo) — Zn: fi(zo)
=1

< E
2"
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Entdo, se ¢ € [a,b] e n € N, usando (1.5) obtemos

[
".--.::
=

gl{t) dt — Z (filz) = fulzo))

9 k=1

<| [ - S [ rwa

k=1"T0
max{z,Tm}
< [T oo - Zn
min{z xg}

b
& £
"-'\-: g dt — ‘wmm 4
-gﬂzw—uj Ll

onde min{z,x — 0} e max{x,xg} denotam, respectivamente, o menor
(minimo)} e o maior (méximo) entre os nimeros T e zy . O

ts

dt-l——

2 Convergéncia Pontual

Como ja observamos anteriormente, é natural estudar séries de Fourier
de funcdes da reta na reta que sao periodicas. Dada uma [uncio f €
SC(|-1,1]) podemos estendé-la de forma natural a uma fungiio periddica
F' de periodo 2I que ¢ seccionalmente continua em cada intervalo [a, bl:
se x € [(2k — 1)1, (2k + 1)!) e se f estiver definida em z — 2ki € [-1,1),
a extensio F sera dada por

P(z) = flz — 2Kl).

Vamos denotar por S$C,(21) 0 espago das funcbes reais periddicas de
periodo 21 que sao seccionalmente continuas em qualquer intervalo [a, b].
Observe que podemos identificar, de maneira natural, SCp.(2l) e
SC([-L,1).

De maneira andloga, vamos denotar por Cper(21) 0 espago das fungoes
f: R — R continuas e periddicas de periodo 2. Note que podemos
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identificar, de maneira natural, Cpe

2” eC '--E,! . —~l) =
Py com {f € C([-1,4]) : f(-1)

Dados f € SCper(21)

_ e To € R, denotaremos por f(z}) e flzy) os
limites laterais

fa) =lim f(@), f(z5)= lim f(z).

b e S
O objetivo desta secfio & provar o seguinte teorema:
Teorema 2.1. Seja f € SCher(2l) e suponha que f é diferencidvel, a
menos de um nimero finito de ponfos em (=L1), com f' € SCpe(21).

Entdo, qualquer que sejo z € R, a série de Fourier de f no ponto
converge a (f(z*) + f(z))/2.

Antes de demonstrar o Teorema 2.1 em toda a sua generalidade,
vamos mostrar que o resultado € vilido em um easo bem simples:

Lema 2.2. Seja f como no Teorema 2.1 e suponha que f € continua na
origem com f(0) = 0. Entdo a série de Fourier de [ na origem converge
para f(0), ou seja,

ag 400 -+ -
?Jr;ﬂ“: > fm)=o.

n==00

Demonstragao: Usaremos a forma complexa da série de Fourier. Va-
mos definir uma funcéo complexa auxiliar

g(z) = ET'J;E?J__I se z#0, zel-11),

—il F1(0)/x se z=0, (2.1)
glx +2{) = g(z), z e R.

Note que g tem limites laterais quando z — 0 pois

lim g(r)= lim _f@)

S z—0t Ei?ﬂﬁf'll _1
-1
— fiD inefl Eﬂ
i [{@ =10 ( )
o—+H+ €T L

e i f'(07) = g(0)

im/l T
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150 Convergéncia das Séries de Fourier Cap. 7

e, de maneira analoga,

lim g(z) = —il f'(07)/n.

=30

Como f € SCpe(2l) & a fungio z — el _ 1 @ continua, periddica
de periodo 21 e 86 se anula em x = 0 no intervalo [-1,1], a fungio g
definida por (2.1) é seccionalmente continua e portanto, pelo lema de
Riemann-Lebesgue (na sua forma complexa),

lim gin)=0.

Jri]—+oa
Por outro lado,

- 1
fln) =

s —ifn—1)xz /! i —inmxfl .,
= _E_gr{:r:le i 57 j; g{x)e dx

=g(n—1) - g(n)

£
f .'?{I] [:Eu'r::ﬁ o I}E—Emr::ﬂ dr
-

e, portanto,

quando n,m — <00, (N

Este caso simples implica o teorema geral. A ideia é ir transformando
a fungio f até obter outra fungio como no lema (veja a Fipura a0). A
demonstracio que faremos a seguir € de autoria de Paul B, Chormolf
[CHERNOFF, 1980]; ela torna mais claro o importante papel do lema
de Riemann-Lebesgue e é bem mais simples que a cldssica,
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: g'i"
: T
: 1 >
: - x
4 '
ol Xoo ox, ’;
na

Fig. 30: A ideia da demonstracio do Teorema 2.1 é ir transformandao
a funcéo f até obter uma funcio como no Lema 2.2,

E interessante ohservar que o Lema 2.2 prova a convergéncia da série
complexa no sentido que

LTI =72

TrL
im Y flk)=0
k=—n

e nao apenas no sentido de valor principal, ou seja,

Para o caso geral, provaremos apenas a convergéncia no sentido de valor
principal. i:

Demonstragio do Teorema 2.1. Seja gy € R. Vamos primeiro definir
uma transformacao no plano que leve o ponte (zg, [f(zg) + flzg)l/2)
na origem. A mais simples ¢ a transformagio

T: (z,y) € R2 > (2 — 20,y — [f(23) + [(5))/2 € B,
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Note que T leva o grafico de f nos pontos da forma
(z — z0, f(z) — [flag) + flza))/2)s

gque ¢ exatamente o grafico da funcao g definida por

g{z) = flz + za) — [Fzg) + flxg)]/2-

9.2 pois ndo é em geral continua

A fungiio g ainda ndo é como no Lema
0, podemos obter uma,

em = 0; no entanto, como [g(0%) +g(07)]/2 =
fungiio continua na origem fazendo a média

{[ﬂ[ﬁj +g(-z))/2 se z#0, TE [—1,1),
Jrl[::lij = _5
0 se =0,

hiz + 21) = hiz).

Como f,f € 8Cy.(21), & claro que g e sua derivada pertencem a
SCper(21) €, portanto, fi e sua derivada também pertencem a SCper(21).
Além disso, por construgio, h é continua na origem com h(0) = 0. Apli-
cando o Lema 2.2, obtemos

im Y h(k)=0.
k=—n

o=+ o

Por outro lado, h(k) = [G(k) + G(—k)]/2, logo

> Gk =Y hk).
b=—n k=—n

Calculando entdo os coeficientes de Fourier complexos de g, obtemos

{
309 = 31 [ [76e+20) 517005 + Fag e 7o ]

- 1 L
= flR)e=olt — Z7(z$) + flag) %j‘_!ﬂ-—tknzﬂ g

logo

§(0) = £10) = [f(z}) + flzg)]/2
g(k) = f(k)e*m=o/l k0
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e, portanto,

uli:rl-ll-]m Z 3 f\h]e*h””ﬂ [f (xg) + flzz)] = lim E g(k) =0,

To=b=f-p0)
ey

o que prova o resultado desejado. ]

A condigio de diferenciabilidade de f no Teorema 2.1 pode ser en-
fraquecida (veja [CHERNOFF, 1980], mas & importante observar que
é preciso alguma condicido além de f € SCu.(21): de fato, é paossivel
mostrar que, dado qualquer subconjunto enumeravel E C [, 1}, existe
uma fungdo continua cuja série de Fourier diverge em todos os pontos
de E! (Veja [KATZNELSON, 1968; I1.3.4].)

Exemplo 2.3. Seja

—r B8 —l1<z<i,
ftm}={$

se <x<l.

Vimos no Exemplo 2.3 do capitulo anterior que a série de Fourier (real)
de f é dada por

1 4 <= cos((2k + 1)7z)
S[HZEFF; T k+1)2

Como f é continua e diferencidvel em (—1,0)U(0, 1) com e SC(|-1,1]},
pelo Teorema 2.1 a série S[f] converge para f(x), ou seja,

1 4 cos((2k + 1)mx) »
ftI}:E_Fg;n {2k+1}2 vee[-1,1).

Etn particular, tomando z = 0, obtemos

']'zm 1 _‘.-TE
5= —
e (2k + 1) 3]

Exemplo 2.4. Seja f: [—m,m) — I dada por

0 se —w<z<i,
f(x) = )
r s 0<zr<m.
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{.11'.1E'.'-|1.|.H.TII[R{. it Hl"f'l:"ll't I.I{‘ I"'l H.'I'l'if"' I.II' j‘ i I'::"'J.!'I"P]“ 'JII 1|-II {'Jlilll.lllll Jult,”rh e

Hl.lrl[ = : ak X ’sz '-I- ﬁ['!ll{l::.“: { I:Ir'}
© ka”

Come f ¢ /' sio seecionalmente continmms, hi_,l"] converge para f ooy
pontos oude £ ¢ continn e pars nomddia dos lipmites Tadernis nos ponloy
onde f dd um salto. Fan particnlar, como [ ¢ continw e g = a/J,

obtemos
= — |- - |
=g Lz“ TR

2, portamnto,

2

(=1}

e ———————

e 1

—

M {

=

c=k)

3 Convergéncia Uniforme

Se f for continna em [—1, 1] com f(—1) = f(I) ¢ diferencisdvel em (=L 1) a
menos de um mimero finito de pontos com ' seecionalmente contina,
entdo, de fato, a série de Fourier de f converge uniformemente a f om
[—1,1]. Antes de provar esse resultado, no entanto, precisamos da relacio
entre os coeficientes de Fourier de [ e de f'.

Proposigdo 3.1. Suponha que [ € Crer(2l) é diferencidvel em (=1,1) o
menos de um nimero finito de pontos com f' € SCpe(2l). Entio 0%
coeficientes de Fourier complezos de f e f' satisfazem

3
—

(P)n) ==~ T(n), ne. (3.)

Quanto aos coeficicnies reais, s¢ as séries de Fourier de [ ¢ f' forem
dadas, respectivamente por

400
S[f] = _"122 Tﬁ'ﬂ 2 Z{“ﬂ‘i‘:’n + 'i-’n';F'-u}

n=1

' +ca
51f|r] = % g + Z[ﬂ:ﬂbﬂ + E’:Ltﬂg")

n=]
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entao
ag =0
,  nar
ap =7 bn, n€N, (3.2)
b:lz-—ﬂam ncl

Demonstracao: Pelas férmulas que relacionam os coeficientes de Fou-
rier reais e complexos de uma funcio f as frmulas (3.2) sdo equivalentes
a (3.1). Vamos entdo provar (3.1): como f € Cper(20) € f' € SCper(20),
é facil ver que podemos integrar por partes, obtendo

=5 [ f’(:s]e"””*“dm
T T’ﬂﬂ. —m-?r#,-"!d
4 f (=) x]

1
—inmz i
~ % [ (z)e

.

T
=T{]

D

Observe que a equagao (3.1) nos diz que, quanto mais diferencidvel
for a fungao f, mais rdpido sua série de Fourier convergird pois, se [ for
k vezes diferencidvel com f*) € 5C.(2), k = 1, usando (3.1) k vezes,

obteremos

s
fin) = (é;) f®(n), neZ, n£o. (3.3)

Em particular, se k = 2, a série de Fourier de f converge uniformemente
para f: de fato, se f,f' € Cper(2l) e " € SCper(2l), pelo lema de
Riemann-Lebesgue, F’fﬂ.] — 0 guande |n| =+ +oo, logo a sequéncia
{F7(n)}ncz é limitada, ou seja, existe uma constante K > 0 tal que

[Fim)| < &, vnez;

aplicando entdo (3.3), obtemos
Ki? 1

o 2 -
’f{ﬂ]ﬂmﬂﬂ 52_2' fﬂ{ﬂ}[i — m;

como a série (1/n?) converge, pelo teste M de Weierstrass a série
de Fourier de f converge uniformemente; como a série de Fourier de
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156 Convergéncia das Séries de Fourier Cap. 7

f converge para f pelo Teorema 9.1, a série converge uniformemente

para f. ,

Melhorando um pouco o argumento acima,
er(2l) € diferencidvel em (—1,1)
os, com f' € SCper(21). Bntio q

ente em B para f.

pbtemos:

Teorema 3.2. Suponha que feCp
menos de um nimero finito de pont
série de Fourier de f converge uﬂifqﬁnem

Demonstracao: Pelo Teorema 2.1 e pelo teste M de Weierstrass, basta

mostrar que existe uma constante K > 0 tal que

N
S |ftn)| < K, YN EN. (3.4)

n=—N
Para provar (3.4), seja N & N arbitrario; usando (3.1), a desigualdade
CBS para B2V e a desigualdade de Bessel, obtemos

Mo o " i 5 ! 1 -
Y fml=1fol+ Yo Fmi=0+z >, el

n=—N 1<|n|<N 1<|n|<N

1/2 1/2
5|}‘cu11+§( > %) (Z |f*(nnﬂ)

1<|nl<N

= 5 +oo ¢ 1/2
<101+ 511 (z‘, ﬁ) -k

Clom o Teorema 3.2 fica mais fécil mostrar, pelo menos quando f for
continua com f' seccionalmente continua, que a desigualdade de Bessel
é de fato uma identidade:

Teorema 3.3. Sejam f,g € Cpe(2l) € suponha que f € diferencidvel
em (—1,1) a menos de um nimero finito de pontos com f' € SCper(21)-
Entio

400
go= 3 Foim. (35)
Em particular, vale a identidade de Parseval
.. S
I =Y IFm)R. (36)
n=-oo
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Demonstragiao: Pelo Teorema 3.2, a série de Fourier de f converge
uniformemente para f; aplicando entfo o Teorema 1.4, obtemos:

i
5 (9= [ 1@

i ” S

-1 5 Foo [ et
+|::c:_ e 1

= 3 Foag [ swreietias
Fisise i 21
400

Il
'l—q.._}
o

p=
o
iy
r—
=

U

O Teorema 3.3 vale em situagoes bem mais gerais. A férmula (3.5),
por exemplo, ¢ vélida se f,g € §Cpe(2l) (e até para uma classe maior
de fundes — veja [IORIO & IORIO, 1988]).

Na sua forma real, a equagio [3.5} fica

fl j= 20 +Z anAn + by Bp) (3.7)

=1

onde an, by e An, By sdo os coeficientes reais de Fourier de f e g respec-
tivamente: a identidade de Parseval, entdio, pode ser reescrita na forma

Lie =%+ 3 @+ 82 (38

n=I1

A identidade de Parseval, tanto na sua forma complexa (3.6) quanto
1a sua forma real (3.8), € muitas vezes utilizada para o cdlculo de séries.

=xemplo 3.4. Vamos usar a identidade de Parseval para calcular a série

i‘“’ 1
i
£ (2k+1)

‘omo vimos no Exemplo 2.3 do capitulo anterior, 0s coeficientes de
‘ourier reais da funcao

flz) = {1.' se —1<z<0

se 0<z<l1
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158 Convergéncia das Séries de Fourier Cap. 7

sao dados por
(-1 -1

by =0
ﬂ.ﬂ ':I'I"E li|'I'I'.

ap=1, ap =2

Aplicando entdio a identidade de Parseval, obtemos
2 : 2 aj o 2, 22
%= = 0 b
= [U@ra=3+ 3 @+
_|_

! ® =1 -1\? 1, 4
_E_Hiz (__nzﬂz ‘) _£+4;;Zu 2k + 1) 8

4 Convolugao

Nesta seciio, definiremos a operagio de convolugao para fungbes perid-
dicas. Mas, antes disso, vamos introdugir o conceito de continuidade

uniforme:

Definicio 4.1. Uma fungéo f: I —+ R, onde I C R & um intervalo, €
dita uniformemente continua em [ se, dado € > 0, existe § > 0 tal que

zyel, lz—yl<d=|flz)- fly)] <e

E claro que uma funcio uniformemente continua ¢ continua; a reci-
proca serd verdadeira se I for um intervalo fechado e limitado:

Teorema 4.2. Se f: [b] = R for continua, entdo f serd uniformemente

continua.

Demonstragao: Seja ¢ > 0. Para cada z € [a,b], como f é continua
em T, existe d; > 0 tal que:

y € la,b], ly—=| <dz=|f(y) - flz)l <e/2. (4.1)
Considere os intervalos Ip = (z — 8z/2, T + z/2). Vamos mostrar qué
existe um niimero finito de pontos z1,...,T, € |a,b] tal que
a0 € | ) s, (4.2)
i=1
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Suponha, por absurdo, que nao existe um tal conjunto fnito: entdo o
a-+b

ponto médio divide o intervalo [a,b] em dois intervalos fechados

b—a =
e pelo menos um deles, que chamaremos [ay, b;| nao

de tamanho

pode ser coberto por um mimero finito de intervalos I ; repetindo esse
processo, obtemos numa sequéncia de intervalos

[a,b] 2 [a1, ;1] 2 ... [an, ba] D [@nt1s Bnga] - -

b—a :
— ¢ nenhum [n, bn] pode estar contido em um

niimero finito de intervalos I, ; por outro lado,

tal que b, — @, =

ﬂiﬂlE'“Eﬂ-nEﬂnfli'”ibﬂ—}libni”‘iﬁii:'il-h
logo existem os limites

a< lim apn=c<d= lim b=l

n—+4oo M=k

em particular,

-0

¢ E ﬂ Iﬂﬂ:bﬂl1

n=1

logo, escolhendo n € M tal que
hb—a 1
D‘:%‘ﬂ;l:—_'_{"acl

2n 2

Vemos que

b—a b—a 1 1 B
[ﬂ-n,bﬂ}C(ﬂ_ '2'“ 1ﬂ+ 2_“_ )E(’E_i‘iﬂpﬂ_ﬁ_gﬁﬂ)—fg

er coberto por apenas um dos intervalos, uma

e o intervalo [an, b] pode s

contradigao. i o
Sejam entdo £1,...,Tn € [a, b] tais que & expressao (4.2) é vilida e

seja & > 0 0 menor entre 05 NUIMEros 82y /2: -0z, /2. Sejam z,y € [a, b]
tais que |z — y| < &: de (4.2) existe je{l...,n} talque z € Ir; e
portanto, pela defini¢ao de 4,

1
[.'I-'—‘IJI < E'E:I:j. {62_,

1
ly— ;| < ly— ol + |2 — 35| <O+ 50 < sy
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160 Convergéncia das Séries de Fourier Cap. 7

logo, usando (4.1),
£

1@) = F@)| £ 17@) — flzl + (=) - @)l < 5+ 5 =+,

O que prova o teorema. [

E interessante observar que, para fungées de vérias varidveis, vale
um resultado andlogo. Se D € B" e f: D — R, dizemos que f §
uniformemente continue em D se, dado £ > 0, existe § > 0 tal que

€D, |-yl <= |f(z) - fly)| <&

onde £ = (z1,....8n), ¥=(V1,...,Un) €

3=1

) 1/2
lz—yl= [Z(fﬂj = 1!;;)2} :

Vale entdao o seguinte teorema (que nao demonstraremos):

Teorema 4.3. Se D for um subconjunto fechado e limitado de B" e
f € C(D), entdo f serd uniformemenie continua.

A demonstragio do Teorema 4.3 é semelhante & do Teorema 4.2
mas um pouco mais complicada: no lugar dos intervalos [, devemos ter
bolas abertas B(x;;8,/2); a dificuldade é provar que o conjunto D pode
ser coberto por um nimero finito de tais bolas - de fato essa é uma
propriedade dos compactos. Para maiores detalhes, veja [RUDIN, 1976].

Como ja observamos anteriormente, podemos identificar C,,.(2!) de
maneira natural com {f € C([-11]) : f(=1) = f(I)}. Com essa identi-
ficacio, é facil ver que

Coroldrio 4.4. Se f € Cper(2l) entdo f € uniformente continua em R,

Vamos definir agora a operagio de convolugio: se f,g € SCper(20),
a convolugdo de f e g é a fungao f* g: R — & definida por

1 i
(29 =5 [ 1ot =s)dy (4.3
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Proposicdo 4.5. Sejam f,g,h € SCpe(2l) e e € B. Entao f+g €
Cper(2l) & valem as sequintes propriedades:

(i) (f+g)*h=f*(g+h) (associatividade);
(ii) f+*g=g+ [ (comulatividade);
(iii) (f+g)*h=f+h+g+h, (af)+g=alf=*g) (distributividade].

Demonstragio: Vamos fixar zg € B: como f é seccionalmente conti-
nua em [—I, 1] e g é seccionalmente continua em [zg—{, zg+1], existe uma
particio —l = yg < ¥1 < +++ < yp = | do intervalo [—[,{] tal que fly) e
g(xo — y) sdo continuas em y € (y;—1,y;) qualquer que seja j = 1,..., 7,
e tém limites laterais quando y — y;_ | ou y — y; ; portanto, a integral
em (4.3) estd bem definida. Como zg € R é arbitrério, a formula (4.3)
define uma fungdo f = g: B — B. Note que f + g é periddica de periodo
21, uma vez que g o é.

Para mostrar que f * g & continua em g, note, em primeiro lugar,
que, como f e g sio seccionalmente continuas, elas sio limitadas, ou
seja, existern constantes M > 0 e N > 0 tais que

If)l < M, |gly)l <N, VyeR.
Dado £ > 0, vamos escolher 1 > 0 tal que

n < (yi—wi—1)/2, ¥Vi=1L...,n,
]
<
"= nMN
Para cada § = 1,...,n, sejam Ij = [zo — ¥j, %0 — yj—1] e g; € C(I3)
definida por

E.

g; = g em (To — Y, To — Ys-1);

gi(zo —y;) = lim g(zo —y),
¥ty

gi(wo —yj-1) = lim g(z0—y).

i1

Como cada g; ¢ uniformemente continua em seu intervalo de definigio,
existe 4; > 0 tal que

£
yz €1, ly— 2zl <8 = lgi(y) — 95(2)| < 537
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Seja d > 0 o menor entre 03 §; e n, ou seja,

§ = min{8y,---,0n: 7}

Observe que, pela escolha de 77, 0 intervalo [yj-1+1: Uj —7| tem tamanhg

positivo e que, pela escolha de 8, qualquer que seja o W

_y, 2o —y € I,
y € lyj—1 +my; — 7l zp+h—1y, o — Y € 4,
{Ihlfiﬁ “ \l(zo+h—y) = (zo—v)| =l < <.

Portanto:

k] < & = |(F * g)(w0) — (f * g)(zo + h)|

'
&= f 17 la(zo — 3) gz +h =)l dy

M <~ [Vi
THARR, i 2o P d
= 3] ; -/;r_f_1 |Q{In y:l H'[;CE] + y}l Y

M B Yj—1tn
EET;[L 2N dy

=1

ui=1
+f |gi(zo — ) — gj{zo + h — y)| dy
y

j=11
o
+j ENL{T}}
yi—1
{EMNﬂn_'_M £ o [W-N j
21 9M Y
: 2l 2M j=1 ¥ ¥j=117M
2MNn 1 E
1 aINa® Tl
22 )

Isso prova que f + g é continua em zg. Como xg é arbitrério, segue que
f*g € Cpur(21).

Para provar (i), basta mudar a ordem de integracio e fazer uma
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mudanga de varidvel t = y — z:

1

(F59)ehl(e) = 5 | (7 ))hz — v)ay

L ;
= ﬂildyhix—yléitdzfizﬁﬂ[y‘—3']

1 I 1 7*
=5 -!dz f(z) 5 v[lliyl?(ﬂ —z}h(z — y)

1

{ 1 [t
=5 =6y /_E dt g(t)h(z — z — 1)

i
=5 | ¢z &E R -2 =7+ (g2 BI(2)

Quanto a (ii), como a fungio z — f(z — 2)g(z) é periddica de periodo
2l, qualquer que seja = € IR, usando a Proposicio 3.3 do Capitulo 5
obtemos:

(9@ =5 [ 1@tz
ol
& ™ i i

=5 [ a@)f(e—2)ds
=g+ N@.

Finalmente, (iii} € uma consequéncia imediata da linearidade da integral.
|

Uma propriedade interessante da convolugéo é a seguinte:

Proposigio 4.6. Se f,g € SCper(20), entio (f + g)"(n) = f(n)d(n),
ne .
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Demonstracao:
: 1 .
(P9 () =5 [ (F g)(@)emmelt da
-1

1 M . 1
oy M —inrr /il 2
T f_{d-rﬂ 5 _/:Idyfiy}ﬂlffﬂ y)

1 f ]

; .
T dﬂftﬂ)_mwﬂ ] dx glx — y]ﬁ“‘ﬂﬂiz—ulﬂ

21

O

Com a notacao de convolucio, podemos reescrever os teoremas de
convergéncia demonstrados anteriormente de outra forma. Para simpli-
ficar a notagao, observe que a mudanga de varidvel y = wx /I transforma
o intervalo [—[,[] no intervalo [—m, 7). Dessa forma podemos considerar
l = z e a série de Fourier complexa de f € SC([—m, «]) é dada por

oo l
Siflz)=S(fiz)= ) fin)e™, (4.4) &
onde |
fln) =5 _flz)e™ da. (4.5)

Daqui em diante, utilizaremos apenas a forma complexa da série de
Fourier com ! = = ( o que nao ¢ restrigdo algumal) por ser mais concisa.

Vamos denotar por Sy(f;x), N € Z*, a N-ésima soma parcial da
gérie de Fourier de f € SCper(27) na sua forma complexa:

N
Sviflz) = Swifsm) = 3 Flmpeine. (46)
n=—N

Podemos entao reescrever Sy f; r) como

N 1 n .
Salfix) = 5= fly)e™ dye—in=
H -1

n=-

T N
-5 [ 1w [ > e"“‘f-w] dy.

Ti==— N
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O niicleo de Dirichlet de ordemn N é a funcio Dy : R — T definida por

N
Du(z)= ) €™, zeR (4.7)

=]
Entao a N-ésima soma parcial da série de Fourier de f satistaz

Sn(fz) = 1 _f[ )Dy(z —y) dy. (4.8)

O teorema de convergéncia pontual (Teorema 2.1) pode ser obtido fa-
zendo um estudo cuidadoso da integral em (4.8) quando N — +co
(veja [FIGUEIREDO, 1977]).

E possivel mostrar que os niicleos de Dirichlet Dy, N € Z*%, séo, de
fato, funcoes reais, ou seja, Dy : K — E.

Usando a notagdo de convolugédo, a equagio (4.8) pode ser reescrita

na forma
Sy[fl=f+=Dy (4.9)

e 08 Teoremas 2.1 e 3.2 dizem, respectivamente, que:
(i) se f € S5Cpe(2w) for diferencidvel em (—w,7) a menos de um

niimero finito de pontos com f' € SCp.(27), entéo, qualguer que
seja x € R,

(F % Dy)(z) = f{”ﬂ;ﬂﬂ quando N = too;  (4.10)

(ii) se f € Cper(2m) for diferencidvel em (-, 7) a menos de um mimero
finito de pontos com f' € SCper(21), entao

f * Dy — [ uniformemente em B quando N — +00.  (4.11)
Como mencionamos anteriormente, existem fungfes continuas cujas
séries de Fourier divergem em um conjunto enumerdavel. No entanto

existemn outros métodos de “somar” uma série. Um desses métodos é a
somabilidade no sentido de Césaro: seja

N
onlf@) =onlfiz) = g LoSilfa)  (412)
j=0
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166 Convergéncia das Séries de Fourier Cap. 7

a média aritmética das somas parciais Sp,S1,...,9n; diremos que g
série de Fourier é somdvel no sentido de Césaro (ou (¢, 1)-somduel) no
ponte xp se existir o limite

NE}I-II-lm ﬂ':‘f{f} U]

A média aritmética on[f] também pode ser escrita como uma con-
volugio: para cada N € Z7, se definirmos o nicleo de Féjer de ordem
N como sendo a funcao Ky : R —+ C dada por

N
|ﬂ'| ) inT
k@)= Y (1-F8) e, acR, (413
n‘:Z—H N+
entao
onlfl = f+Kn. (4.14)

() leitor néo terd dificuldade em provar (4.14), assim como o fato de
que o nicleo de Féjer é a média aritmética dos micleos de Dirichlet, ou
seja,

1 X
Ky(z) = Nii ; Dj(z)

para todo z € R. Da mesma forma que os niicleos de Dirichlet, os
micleos de Féjer sao de fato funcdes reais.
E possivel provar que:

Teorema 4.7. Se f € Cper(2), sua série de Fourier serd uniformemente
somdvel a f no sentido de Césaro .

Um polindmio trigonoméirico é uma combinacio linear finita com
coeficientes complexos das fungbes ™ n € Z. Note queoy|f] = f+Ky
€ um polinémio trigonométrico. O Teorema 4.7 entio implic

. X a facilmente
o famoso teorema de aprorimacdo de Weierstrass:

Cnrnl.ﬁrin 4.8. Toda funcdo contfnua e periddica de periodo 2w pode ser
uniformemente aprozimada por um polinémie trigonométrico.

Existem outros conceitos de somabilidade, por exemplo semabilidade

no Sf{at.tfdﬂ de Abel onde, em vez de considerar a sequéncia das médias
aritmeticas, considera-se a média geométrica de razéo r € [0, 1):
1)

> fln)rlen = (P, & £)(z), (4.15)

n=—00

Scanned by CamScanner



Secdo 5 Exercicios 167

onde Pr(x) = P(r,z) é o nicleo de Poisson

Plr,z) = +§ plnl gint _ 1— 2 T
P el 1—2rcosz 4 r2 (4.16)

0 micleo dE_Pc}issml, se comparado com o nieleo de Féjer, tem a desvan-
t*:agen.n d-? nao ser um polinémio trigonométrico; no entanto, este micleo
€ muito importante e liga a teoria de séries trigonométricas com a teoria

de funcbes analiticas. Encontraremos novamente o micleo de Poisson no
proximo capitulo.

Para o leitor interessado, recomendamos o excelente artigo [ZYG-

MUND, 1976]; veja também [WEISS, 1965] e a discussdo bibliografica
em [IORIO, 1986].

5 Exercicios

Secao 1: Sequéncias e Séries de Funcoes

1. Mostre que a série de Fourier de f(z) = [ — |z, = € [-1,]], converge
uniformemente em R.

2. Considere a funcio f(z) = |sen z|, x € E.
(i) Mostre que f é periédica e calcule sen perfodo fundamental T
(ii) Escolhendo [ = T/2, calcule a série de Fourier de f.

(iii) Mostre que a série em (ii) converge uniformemente em R.

3. Seja f(z) =%, |z| €1, f(z+2) = f(z), z € R. Mostre que a série
de Fourier de f converge uniformemente.

Secao 2: Convergéncia Pontual

1. Seja f(z)=—z, -l <z <, fll) =L

(i) Discuta a convergéncia pontual da série de Fourier de ¥
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168 Convergéncia das Séries de Fourier Cap. 7

(i) Use (i) para calcular :;': (—1)¥(2k + 1),

(iii) A série de Fourier de f converge uniformemente em R7 Por qué?

2. Calcule f[?ﬁ: +1)~2. (Sugestdo: calcule a série de Fourier de

f@) =1 ol z € [-1,1))

3. Discuta a convergéncia pontual da série de Fourier da funcio f(z) =
1se|z| <7/2, flz) =0sem/2 <|z|=m
4. Use a série de Fourier da funcio f(x) = *, |z| < 1, para calcular as
+oo +oo
séries ¥ n~2te 3 (-1)*n7%
n=l1 n=1

5. Discuta a convergéncia pontual da série de Fourier da fungéo f(z) =
Dse —1<z<0, f(zx)=3se0<z<l, f(z+2)=flz)sezeR.

6. Discuta a convergéncia pontual da série de Fourier da fungao f(z) =
P e -1<z<1, flzr+2) = f(z) para todo z € R.

Secao 3: Convergéncia Uniforme

1. Considere a fungio f(z) = (m—z)/2se 0 < z < 2r, f(z+2r) = f(z)
para todo z € R.

(i) Calcule S[f] e discuta sua convergéncia.

(ii) Use (i) para estudar Flf n~* cos(nz).

n=1

= Toe =9
(iii) Use (ii) para calcular 3 n™<.

n=1

+o0
(iv) Calcule § n~4.
=1

2. Considere a funcao f(r) = /2 — |z| se |z| < 7, f(z + 2x) = f(z)
para todo z € R.
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(i) Caleule S[f] e discuta sua convergéncia.

= - +o0
(ii) Use (i) para estudar 3 (2k + 1) % sen((2k + 1)z).
k=0
mEn L} +m
(iii) Use (ii) para calcular ¥ (2k + 1)78.
k=0

o0
(iv) Use (iii) para calcular $° n=%.
=1

3. Seja f(t)=|sent|esejaw e R - Z.

(i) Calcule a série de Fourier de f e discuta sua convergéncia.

(ii) Use (i) para calcular _I‘E?[&lnz - LY,

n=1

(iii) Utilize séries de Fourier para achar formalmente uma solugao par-
ticular da EDO z"(t) +w?z(t) = f(t) que seja periddica de perfodo
7. Essa solugéo formal é solugao?

(iv) Resolva o problema de valor inicial #"(t) + w*z(t) = f(t), =(0) =
#(0) = 0.

4. Prove que, se f for i vezes difﬂl‘ﬂl‘lﬂiﬁ:&l com flF-1} g Cp.(21) e
f) & SCper(21), entdo f)(n) = (inw/l)* f(n), n € L.
Segio 4: Convolugao
1. Seja Dy o niicleo de Dirichlet de ordem N € Z™.
(i) Mostre que
sen(Nz + x/2) /sen(z/2) se x # 2kr

D”{m}:{ﬂﬁ-l—l se x =2km, ke Z.

(ii) Prove que '/1 Dy(z — y) dy = 27 para todo z € K.
-
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170 Convergéncia das Séries de Fourier Cap. 7

2. Prove a formula (4.14) e mostre que o micleo de Féjer ¢ a média
aritmética dos micleos de Dirichlet.

3. Seja Ky o niicleo de Féjer de ordem N € VA
(i) Mostre que (N + 1)sen®(z/2)Kn(z) = sen®((N + 1)x/2) se x £
okr e Kn(2kr)=N+1, ke &
(i) Prove que Ky(z) = 0 para todo z € K e que Ky € Cpe(2).
T
(iii) Mostre que Ky(z)dz = 2.

-

(iv) Prove que, qualquer que seja

fe(0,7), lim Kylz)dz = 0.

—400 ﬁEl‘rlEI

4. Prove o Teorema 4.7.
Exercicios Variados

1. Utilize o método de separacao de varidveis e as séries de Fourier para
achar uma solugio do problema

U =dz, O0<x <2 £>0,
w(0,8) = 0=u(2,1), 20,
u(z, 0) = 2 sen(wz,2) — sen(rzx) + 4 sen(2rxz), 0 <z < 2.

2. Prove que, se f € C([0,1]) satisfizer f(0) = 0 = f(l), for diferencidvel
em [0,!] a menos de um nimero finito de pontos e se f' € SC([0,1])
entao a solugao formal encontrada na primeira secao do Capitulo 6 para
o problema

uy = otz em (0,1) x (0, +o00),
u(0,t) =0=u(l,t), t >0,
uf:r, D} = f{-'l-'jq T e [u: 'I']t

esta em C'([0,1] x [0,+00)) NC*{((0,1) x (0, +00)) e &, de fato, solugao.

_—
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3. O método de separagio de varidveis pode ser usado também para
resolver o problema da corda finita. Considere o problema

gy = iy, (z,t) € (0,1) = (0, +oo),
w(0,t) =0=u(l,t), t =0,

uw(z,0) = fiz), = € [0,1],

ﬂt{I,ﬂ'} =0, ze [[]1 1!1

(i) Use o método de separagio de varidveis para obter uma familia

enumerdvel de solugtes da EDP satisfazendo as condigoes de con-
torno w(0,t) = 0 = u(l,t), t = 0.

(i) Imponha as condigfes iniciais para obter um candidato & solugio
da forma

.1_:,:
ulz,t) = E by, sen{nwzx /1) cos(nwet/l)
n=1
e calcule og coeficientes by, . (Os nimeros Ac = nwe/l 280 as cha-
madas frequéncias naturais da corda; o periodo espacial 21/n é o
comprimento de onda. Note que o movimento da corda é periodico
no tempo com perfodo 21/¢.)

(iii) Verifique que condigdes f tem que satisfazer para que a série en-
contrada em (ii) defina uma fungao de classe (2, possa ser derivada
termo a termo e seja, de fato, solugao do problema.

(iv) Mostre que é possivel somar & série em (ii) e que a solugio em (ii)
. coincide com a solugio encontrada na terceira segiio do Capitulo
5. Verifique que as condigdes em (iii) podem ser enfraquecidas.

4. A energia total E(t) de uma corda vibrante de comprimento [ € dada
por

)= [ 3ot + 3 T(0a(s: 0 d

ande p é a densidade e T' & a tensio (que supomos constante; & equagao
da onda é ug = Puzz, onde & = T/p). Suponha que a corda tem
velocidade inicial nula e use a expansao em série da solugio (exercicio
anterior) para mostrar que

+oo

A
B(t) = T 3 'k

T'IFI.
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172 Convergéncia das Séries de Fourier Cap. 7

(0 que prova que a energia ¢ constante).

5. (onsidere o problema de contorno
u € C2((0,1) x (0,+00)) N C([0,]] X [0, +0¢)),

-u3=a-2-uﬂ, D<x<, £t=10,
u(0,) = 0= ug(l, t) + yu(l,t), t =0,

onde ~ e o sdo constantes positivas.
(i) Procure solugdes da forma u(z,t) = X (z)T(t) e mostre que X e T
satisfazem
—X"z)=2X(z), 0<z <,
X(0)=0=X"() +4X(1),
T'(t) + 2a® T(t) =0, £ > 0.

(ii) Mostre que os auto-valores A em (i) sdo estritamente positivos e
satisfazem a equacio VA cos(v/Al) + 7 sen(v/Al) = 0.

(iii) Desenhe os gréficos das fungées y = tan z e y = —z/(yl), z > 0, e
deduza graficamente que existe um nimero infinito e enumeravel
de auto-valores positivos. Denotando esses auto-valores por Ay <
Ao <+ < Ay < ..., verifique graficamente que A, — 400 quando

=+ 00,
(iv) Ache uma solugio u,(z,t) correspondente ao auto-valor A, .

(v) Sabendo que
+oo
f{:{:} = Z n~* sen(/ An 33}:
n=|

determine a solugio do problema que satisfaz a condicao inicial

u(z,0) = f(zx).

Scanned by CamScanner



Capitulo 8

A Equacao de Laplace

Neste capitulo, utilizaremos o método de separacao de varidveis para
resolver dois problemas de Dirichlet: na primeira seciio, a regido ) é o
interior de um retangulo e, na segunda, 2 é o interior do disco de raio 1
centrado na origem.

1 O Problema de Dirichlet em um Retdngulo

Nesta secao, discutiremos um tipo de problema envolvendo a equacio

de Laplace
Au =0, (1.1)

Embora a equacao (1.1) tenha aparecido pela primeira vez em um ar-
tigo de Euler sobre hidrodinamica em 1752, a equacio ficou com o nome
de Laplace em honra a Pierre-Simon Laplace (1749-1827) que, a par-
tir de 1782, estudou extensivamente suas solugbes enquanto investigava
a atracdo gravitacional entre corpos no espago. A equagao de Laplace
aparece em muitos problemas da Fisica Matematica: por exemplo, no
estudo de campos eletrostaticos, a funcao potencial elétrico em um meio
dielétrico sem cargas elétricas satisfaz a equacao de Laplace; a energia
potencial de uma particula sobre a qual agem apenas forcas gravita-
cionais também satisfaz a equacdo de Laplace (e por isso a equacio é
chamada algumas vezes de equagdo do potencial); a temperatura estado

estaciondrio é também solugdo da equacio de Laplace.
Note que em nenhum dos problemas mencionados acima existe de-

pendéncia no tempo: a equagao de Laplace descreve processos esta-

173
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174 A Equagio de Laplace Cap. 8

ciondrios. Esperamos, portanto, que os problemas relacionados com a
equagao de Laplace ndo tenham condigoes iniciais e sejam problemas de
contorno,
Discutiremos a seguir o problema de Dirichlet em um caso bem sim-
ples:
Au=10em il

“lﬂﬂ =5

onde f € C(d0) é dada e 12 C R? ¢ o interior de um retingulo.

Vamos comegar resolvendo, pelo método de separaciio de varidveis,
0 problema (1.2) no caso em que £ = (0, a) % (0,b) e que f se anula para
¥y=0,y=bez=0, ou seja,

(1.2)

tee + Yyy = 0 em (0,a) x (0,8), -
u(z,0) =0 = u(z,b), z € [0,a), (L3)
u(0,9) =0, ula,y) = fz), y€ [0,8], - |
onde f & C([0, b]) satisfaz f(0) =0 = f(b).
Y

//// % u=f{y)

= —f
H‘—D i X

L=

Fig. 31: O problema de Dirichlet no caso em que f se anula para,
yv=0,y=bez =0,
Procurando solugdes u(z, y) = X (%)Y (y), obtemos
X"'-l:.r} % }’"[y} ¥
X(z)  Y()
impondo as condigdes de contorno homogéness, chegamos ags problemas
X" = AX em (0,a),
X(0) =0, (14)

A;
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- V"= }::}:’!E‘fn (Dab}:
Y(0) =0=v(). s

Como vimos anteriormente, o problema

o (1.5) 86 tem solugdo nio trivial

k2m?

©, NESse caso, as solughes sio da forma

Yi(y) = hary
k(¥) = By sen (T) v ke N, yel0,b;

por outro lado, A z
e 0, & solugio geral da equacio em (1.4) para A = A € dada

k
Xi(z) = Ag exp (—%E) + Ci exp (_k_m_)

e portanto, impondo a condigio em z = 0, as solugdes de (1.4
Aziksﬁﬂdafunnn EL}PM&

"

k
Xi(z) = Ay [-E}tp (—F) — exp (— J:a;:r:)] = 2A;zenh (k—ii) :

Procuramos entdo uma solugéo do problema (1.3) da forma

R
u(z,y) = E Dy senh (?) sen (Ew—y) :
k=1 2

Impondo a condigio de contorno néo homogénea,

$6) = - D sents (272) en (%), vepa,

k=1 Y
&, portanto,
D Ok keN
k= Senh(kmasd)’ " SO
onde .
2 kt
b = EL Jit)sen (_b_) dt, ke M. (1.6)
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Logo

: - = senh{kmz/b) kry
ulz,y) = ;___Z_lbk soah(lwa b s6n (T) , 2 €[0,a], ye[0,8] (1.7)

¢ um candidato & solugdo do problema (1.3). Observe que, se pudermos
derivar a série termo a termo, u dada por (1.7) é de fato solucao da
equagio de Laplace. Como a fungfio seno hiperbdlico é estritamente
crescente,

< senh(kmrzx/b)

— L M,
senh(kra/b) — Sk e[l ke

e a serie em (1.7) convergird se a série de Fourier de f convergir. A
convergéncia da série das derivadas é mais complicada e, aparentemente,
precisariamos de muita diferenciabilidade de f. Mas, para evitar isso,
podemos reescrever a série (1.7) um pouco diferente, usando (1.6):

- =2 [ kwty .. senh(kwz/b) kmy
ufz,y) = g ; fn flt)sen ( : ) dt sonb{ora/D) sen (T)

- [ rox@yna
i

onde

senh(kwz/b) ket km
Klzyt) =3 z sezh (kmab) (T) e (Ty) - (18

Teorema 1.1. Seja f € C([0,B]) diferencidvel em (0,b) a menos de um
ntimero finito de pontos com f' € SC([0,b]) e suponha que f(0) =0 =
f(b). Entdo a série em (1.7) converge uniformemente em [0, a] x [0, b],
u € C([0,a] x [0,4]) N C™=([0,a) x [0,b]) e u é solucdo de (1.3).

Antes de provar o teorema, vamos analisar a funcao K:

Lema 1.2. A fungao K definida por (1.8) estd em C([0,a) xR x R) e

Demonstrago: Para simplificar a notagio, seja

2 senh(krz/b) kwy kit
Kz.pt) = bsenh{km,fb}se"(_) e (T)

Scanned by CamScanner



Se¢iio 1 O Problema de Dirichlet em um Retangulo 177

keN, xell,a) yt ek, de modo que

+00
K(x,y,t) = Kilz,y,1).

k=]

Vamos primeiro mostrar que o séric em (1.8) converge uniformemente

em [0,a — £] x R x R qualquer que seja £ € (0,a): de fato, se 0 < T =
mefb <T = ma/b,

sonh( b ME _ =k
nEaLnl{LL.:l={_ e bt 5
senh(ki) eb —eka 1— e—2%a

e portanto, se x € [0,a — g],

b mla—x e

5 1Kkl y,t)| < exp (—k { ; j) < exp (-k ~h—);
como a série ¥ exp(—kme/b) converge, pelo teste M de Weierstrass a
série em (1.8) converge uniformemente. Isso prova que K é continua em
[0, a—e] x B xR para qualquer £ £ (0, a) e portanto K € (C[0,a) xR xR).

Vameos analisar agora a série das derivadas. E clarc que Ky €
' (R*): derivando em relagio a =,

Pt S S () (1

e portanto, se x € [0,a — ],

2, _pa—z 1+ e
D1 K (3,1,8)| < gg—k o —m

( k?) l—expiz-imf’b]

onde C e o sio constantes positivas; como a série ke % converge,
novamente pelo teste M de Weierstrass a série das derivadas ¥ D, K,
converge uniformemente. Derivando em relagio a y ou a ¢ obtemos
resultados andlogos. Por inducéo é fécil ver que, se j = 1, 2 ou 3 e
n € M,

1,2
— G ;ﬂﬂ_ﬂk

|D} Ki| < C ke
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onde C e o sdo0 constantes positivas (o = we/b e C depende de j e
de n) e, portanto, a série das derivadas de qualquer ordem converge
uniformemente em [0, a —£] x R x B. Usando indugio, o Teorema 1.5 do
Capitulo 7 (para cada varidvel) e o fato de que £ € (0,a) é arbitrario,
concluimos que K € C™([0,a) x R % R) e que suas derivadas sio obtidas
derivando a série termo a termo.

Falta apenas mostrar que K. + H’W = {}: mas isso & consequencia
do fato de que, qualquer que seja k € N, 82 K. + 92 K = 0. O

Lema 1.3. Seja f € C([0,b]) como no enunciado do Teorema 1.1. Entao
a série em (1.7) converge uniformemente em [0, a] x [0, b]; além disso

b
u(z,y) = j; fOK(z,y, ) dt, Y(z,y) € [0,a) x [0, (19)

Demonstragao: Seja F a extensio impar e periddica de periodo 25 de
f. Entdo F € Cpe(2b) & F' € 5C;;(2b), logo (veja a demonstracio do
Teorema 3.2 do Capitulo 7) a série EF{H dos coeficientes de Fourier
complexcs de F' converge absgolutamente. Por outro lado, como F é uma

fungéo fmpar, sua série de Fourier real é uma série em senos e, portanto,
os coeficientes complexos satisfazem

F(0) =0, F(k) = —iby/2, F(—k)=1ib/2, keH,

onde

b ke 3 ke
b = i]_bff‘[t} SET (-—gj) dt=afﬂ f(t) sen (_b_t) dt.

Concluimos entdo que a série Lb;, converge absolutamente. Mas, se
(x,%) € [0,a] x [0,],

e o sen (522)

5. |hf:|1-

logo a série em (1.7) converge uniformemente em [0, a] x [0, b).

Para provar a férmula (1.9), vamos fixar = € [0,a). Tomando 0 <
0 < a—uz, asérie (1.8) que define K converge uniformemente em [0,a—
6] x R x R (como vimos na demonstracio do Lema 1.2) e z € [0,a — 3

T
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logo podemos trocar a ordem da série com a integral:

<= senh(krz/b) kry\ 2 [ -
Heay=2, senh(kma/b) " (T) b f,:, Jt) e (T) .

k=1

b oo

Ef(tjﬂ'k(m,y,fj di
0 k=1

b
= F(t)K (z,y,t) dt.

O

Precisamos agora derivar a expressio integral que define v. Vamos

entao provar um teorema geral sobre derivacio de integrais em intervalos
finitos.

Teorema 1.4. Seja I C R um intervalo (finito ou infinito) e suponha

que F € C([a,b] = I) € tal que a derivada parcial ¥ existe e € continuo
em la,b] x I. Seja

b
) = f P(z,y)dz, yel. (1.10)

Entdo f € continuamente diferencidvel em I e

fly) = Eiﬂ:,y]dﬂ:. y el (1.11)

Demonstragao: Vamos mostrar em primeiro lugar que f definida por
(1.10) é continua em I. Fixe yg € I. Se yp estd no interior do intervalo,
entdo existe n > 0 tal que J = [yo—n, yo+7] C I; se yp € um dos extremos
do intervalo I, tomaremos J = [, + 7] € Tou J = [y — 7,90 C
I, dependendo se yg é o menor ou o maior valor possivel de y € I,
respectivamente. Em qualquer caso, F' & uniformemente continua em
[a,b] x J e portanto, dado £ > 0, existe d = 0, que podemos escolher
menor que 7, tal que

y€J, lv—yol <é=|Flz,y) - Flz, )| < ﬁ. Yz € [a,b].
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Logo, coma & < 5,

yel, ly—w|<d=yed |ly—wl <2

Flz.y) — Flz, po)ldx <&,

= [fw) — flwo)l =

o que prova a continuidade de f em yo- del
Antes de mostrar a diferenciabilidade de f em [ gostariamos de lem-
brar que, se I = [¢, d], a diferenciabilidade de f em csignifica a existencia

do limite
. fle+h) = fle)
lim ’
h=0+ h , . _
analogamente, a diferenciabilidade de f em d significa & existéncia de

— fid
L SR = f(d).
h=0— h
Vamos agora provar a diferenciabilidade de f em I. Dado yy € 1,

F - B I
seja J como acima. Como 5 ¢ uniformemente continua em [a, b] x J,
existe § > 0, § < n, tal que ‘

&
=1k

IEJ, Iﬂ—yi{lﬁz} %{E;I}“%[E}y} {&

Por outro lado, se z € J é tal que 0 < |z —y| < 4, pelo teorema do valor

médio, existe um ponto intermedidrio Z; (que depende de z em geral)
entre z e y tal que

F(z,z) — F(z,y) _@8F

2= T By (2,22)

e, portanto,
E

Bl

& . OF ‘
— (x,%;) = — (z,7)| <
|55 (%) = 55 @

Mas entao

zel, z—yl<d=czed |-yl <8

flz2) - fl) _ (z,2) — Flz,y)
#—z—_y— [b dr = f 5 (7, %) dr

- [P
=f.1 [‘E’;tx, 7,) - Hy(w]dﬁf&ai[m,ymx
INHCEY Oy OF (a2~ 2F (o e <
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logo f é diferencidvel em I e vale (1.11).

: aF
Finalmente, como By é continua em [a,b] x I, procedendo como no

inicio da demonstragao vemos que a integral em (1.11) define, de fato,
uma fungio continua. O

Agora ficou ficil mostrar o Teorema 1.1

Demonstracio do Teorema 1.1. Pelo Lema 1.3, a série em (1.7)
converge uniformemente em [0, a] x [0, b] & portanto w € C([0,a] x [0,4]).
Pelo Lema 1.2, K € C™([0,a) x R x B) e Kz + K,y = 0. Usando

entdo o Teorema 1.4, a expressio (1.9) e inducio, obtemos que u €
C*([0,a) x [0,8]) e

b
HII{I:Iy} 't' %y[ﬁry} — ./I; f{t-‘] [Hzm{i‘: Y. t} + le::ﬂ, Iy t]] dt’ o ﬂ

sempre que (z,y) € [0,a) x [0,b]. Além disso, como
Ki(z,0,t) =0, Ki(z,bt)=0 e Ki(0,y,t)=0

quaisquer que sejam k € M, r,y,t € R, u satisfaz as condigies de
contorno em y = 0, y = bex = 0. Como a série de Fourier de f
converge uniformemente em [0, 4], é claro que u(a,y) = f(y) para todo
y € [0,b]. Portanto u é solugio de (1.3). O

O problema (1.3) é um caso particular de (1.2) com @ = (0,a) x (0, b)
e f € C(89) particularmente simples. Para uma f € C(99) arbitrdria,
o problema fica:
Uer + tiyy = 0 em £} = (0,a) x (0, b),
u(z,0) = fi(z), u(z,b) = falz), x € [0,a], (1.12)
u(0,¥) = g1 (y), ule,y) = galy), v € [0,8],
onde fi, f2 € C([0,a]) e g1,92 € C([0,b]) sic dadas e satisfazem
f1(0) = ;(0), fila) = g2(0),
f2(0) = @a(B), fa(a) = ga(b).
Para resolver (1.12), vamos primeiro transformé-lo em um problema do

mesmo tipo mas com valor zero nos pontos (a,0) e (a,b): para isso basta
definir

(1.13)

e =uen) - a0 -1n6). ()
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Um edleulo imediato mostra que uw € C([0,a] = [0, h]mr'-irm w) 2 (1), by)
é solugdo de (1.12) se e somente se v € C{[0,a] = [0,0)N€ ((0,0) 2 (1), 03)
é solucio de

Ugg + tyy = 0 em {1,

o(2,0) = Fi(e), o(z,0) = Fi(s), w € [al, (L5,

v(0,%) = G1(y), v(a,y) = Galy), y € [0,];

onde

1(z) = filz) — fi(a),
(13—1’2{1'] fala

Gily) =mly) - b

02(0) - %.w{h}, L1

Ga(y) = 22(3) ~ L 220) = ¥ (D)
Observe que, de (1.13),
Fi(0) = G1(0), Fi(a) = Ga(0) =0, I|
Fy(0) = G1(5), Fo(a) = Gafb) = (117

O problema (1.15), por sua vez, pode ser dividido em dois, ou seja, se

U,V € C([0,a] x [0,6]) NC?((0, a) x (0, b)) sdo solugdes, respectivamente,
dos problemas

All=0em 1,
U(z,0) = Fi(z), Ulz,b) = Fy(z), = € [0,4], (1.18)
Y(0,4) = Gi(y), Ula,y) =0, y € [0,8],
VA

U=F,, =0 a

-

Fig. 32: v=U 4V é solucio de (1.15).
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AV =0em i},

Viz,0) = 0= V(x,b), xe[0a], (1.19)

U{E-y} =), FI:‘MH:] = Gi{.’fL yE 1{11 h'a
entdo v = U+ V € C([0,a] x [0,8) N C3((0,a) x (0,b)) ¢ solugio de
(1.15). O problema (1.19) ji sabemos resolver; quanto o (1L18), pode-
mos novamente transformd-lo em wm problema do mesmo Lipo mas com

valores nulos em '[ﬂ:. () e (0,b); a solucao desse ltimo problema, por sua
vez € a soma das solugdes de trés problemas do Lipo

Aw =0em 0,
w1(0,y) = wy(a,y) =0, y € [0, (1.20)
wi(z,0) =0, wi(z,b) = hy(z), = € [0,a],

Awg =0 em 0,

wa(0,y) = ha(y), wala,y) =0, y € [0,b], (1.21)
wy(z,0) = 0 = un(z,b), z € [0,d],

Aws=0em ], ,

w3(0,y) = 0 = wy(a,¥), y € [0,b], (1.22)

ws(z,0) = ha(z), ws(z,b) =0, = € [0,a].

Deixamos os detalhes para o leitor completar.

2 0O Problema de Dirichlet no Disco Unitdrio

O objetivo desta segdo é resolver o problema de Dirichlet

u € C*(N) NnC),
Au=10em 1, (2.1)
Hiﬂﬂ. = f € C{anL

onde © = {(z,y) € R? : 2% + 4 < 1} € o disco unitdrio. Nesse caso s
geometria do problema nao nos permite aplicar diretamente o método
de separagao de varidveis: observe que 56 utilizamos o método quando
& regiao de interesse {1 pode ser escrita como um produto cartesiano
1= Ax B (no caso de R?, Q = I x J onde I,J C R sdo intervalos
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abertos). O disco aberto, no entanto. pode ser escrito como um produto
cartesiano em coordenadas polares. Vamos entdo reescrever o Breiigme
\2.1) em coordenadas polares:

r=rcost, 2.9)

¥ =rsen i,

onde # € [0,25). r € [0.1). segne que

— 'u..f'.r-J..-H". l. ‘I?:”
tan @ = y/rse r =0

fazendo v(r,8) = ulx, y). obtemos. quando r = 0. pela regra da cadeia

v 1dv 1 &
ﬂ-u=ﬁ+i_5+“§a—jr (24)
definindo
(@) = f(eos 8, sen #). (2.5)
vemos que g € Cpe(27); procuramos entdo v(r, #) satisfazendo
v e C%([0,1) x R)n C([0.1] x R),
vir,8 +2x)=v(r.6), rl0,1], 6 e R.
(1,0 +27) = o(r.6), r € [0,1] -

et + U + ves =0, r€[0,1), e R,
v(l, &) = g(f).

Observe que, embora a mudanga de coordenadas nio funcione bem na
origem, queremos que v seja de classe C* na origem com v(0,8) inde-
pendente de #. Note também que a EDP em (2.6) é mais complicada do
que as consideradas anteriormente, pois tem coeficientes varidveis que se
anulam em r = 0. Devemos, portanto, esperar dificuldades adicionais.
Apesar disso, vamos resolver o problema (2.6) pelo método de separacio
de varidveis: procurando solugbes da forma

u(r,8) = @(r)v(6)

obtemos
rip'(r) +re'(r) _  "(8)

e(r) ~ T U0)

=
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e, portanto,
6) + 3(0) =0, -
Y(B + 2m) = (b)),
2" (¥) + 1’ (7) — Aw(r) = 0. (2.8)

Se A for um autovalor de (2.7) com auto-fungio 9 (podendo ser com-
plexa) de classe €, entéo, integrando de 0 a 27, obteremos

ax 2

Anﬂﬂﬂﬁﬂ=— Y (e (t) di

L]

R Dar ;
=~wmmm§+L () e
e _ T
=—w®wﬂﬂ+ﬁ@ﬂm+£ W ()] dt
¥t
= f [ ()] dt,
(k

logo A = 0 e, se A=10,

jh [y (£)|* dt = 0 = 4 = constante
0

é solugio de (2.7). Se A = 0, a solugéo geral da EDO em (2.7) é
W(8) = Ay cos(vA8) + By sen(v/A8).
Entfio, como y(f + 2m) = ¥ (F),

A, cos(VA8 + 2vAx) 4+ By sen(v/Af),
= Ay cos(vAB) + By, sen(v' M) Y8 € R
o que implica que VA = k € M (observe que basta considerar a raiz
positiva). Portanto, os auto-valores de (2.7) sdo da forma k%, k € Z e as
auto-funcoes associadas sao
u(8) = Ap cos(k8) + Besen(kf), k€ B (2.9)
Por outro lade, se A = k%, a equagio (2.8) fica

2" () 4+ 1 (r) — Kp(r) = 0, (2.10)

A
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que é uma eguagdo de Euler de segunda ordem. Para resolver (2.10)
procuramos uma solugao da forma

wl(r) =ro. (2.11)
Substituinde (2.11) em (2.10), obtemos
ol =1 +or® — P r* =0 = ot -k =0=a==xk
Logo, se k € M, a solugao geral de (2.10) é
() = Cer® + Dyr™*.

No caso em que k = 0, fazendo w = ), a equagio (2.10) fica

I
r“w’[r}+w{r]=D=}»%[ﬂu}=ﬂ:&rw=ctﬂ =””=Tu
' Dy
= ph(r) = ol wolr) = Co + Dg In 1.
Portanto, a solucéo geral de (2.10) é dada por

welr) = Cur* + D™, ke M,
wplr) =Cha+ Dp In 7,

Como estamos procurando solugdes de (2.6) continuas em {1, queremos
apenas as solugdes de (2.10) que sejam continuas em r = 0, ou seja, s6

queremos as funcdes o, com Dy = 0. Logo, as solugdes de (2.10) que
nos interessam sao

o = O, keZT, (2.12)
Procuramos entao solugoes de (2.6) da forma
vir,d) = i 551 f[uk cos{kf) + by sen(k8)]r* (2.13)
i ‘ |

Para simplificar, vamos usar a forma complexa de (2.13),

+00 _
yir, 8) = Z e et plkl, (2.14)
k==
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Impondo a condigio v(1,f) = g{ﬁ'] obtemos

g(f) = Zce

k=—oa
logo
ik =L [ gt)e* (2.15)
e =g(k) = [ glt)e ™ di.
7.
Usando (2.15), podemos reescrever (2.14) como
=1 " ikt g, k8 K]
vir, 8} = Z ﬁf glt)e " dte™ r
h=—on B
Y S~ k(1) K
ik {6~
=l g{f} L_Z_me r } dt
— [ gype-1)dt
2“_ g I
= H*Prl{'?],
onde B |
Prt)= Y cxerlM (2.16)
k=—oa

& o niicleo de Poisson (do disco unitério), Observe que,se 0 <r <1, a
série em (2.16) converge e

P(t)=1+ Z{re“}k + E(m—ﬁ;h

k=1
reﬁ T‘i:'._!'t {117}
=1+ ] — reit + 1 —re—t
] —1*

T1-2Zrcost4r®
Em que sentido a fungao v definida por

v(r,8) = (g = F)(6) (2.18)

é solugdo de (2.6)7 Vamos mostrar que v é de classe C% em [0, 1) xR e que
v(r,8) —+ g(#) uniformemente quando r — 17, Com isso, provaremos

que u(z,y) = v(r,#) é solugdo do problema (2.1). Nosso objetivo, entio,
é provar o seguinte resultado:
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Teorema 2.1. ,".-'::jr: i.lfr'r {.FJ disfiridlee g (2.18) r eleefimir T (1 — & T

wlr,0)  sew = ool y=rsmd, 0211, e R,
w(a, ) = { )

Fle, ) sea? 9% =1

Finddo u ¢ solucio de (2] ).

Observagio. Delinimos eonverginein nniforme apenas pard sSeqiencias
¢ séries de fincies (Delinicio 1.1 do Capitulo 7), mas a definigho adqui ¢

andlog: qualiuer gque seja e > 1), existe 4 > 0 tal que

u(r,0) — f(0)] <=, YO ER

N<l—raf=

Antes de provar o Teorema 2.1, mostraremos algumas propriedades
das fungdes B (0) ¢ vir, 0).

Lema 2.2, Seja P(r,f) = P(t), 0 < v < 1, t € R. Enldo, pare cada |
v € [0,1) fixn, Plr,-) € Cper(27), P € C=([0,1) x K} &

atp i
e

1 d
i

LS
dr = r?

=0 (2.19)
em (0,1) x R,

Demonstragao: Da expressio (2.17) ¢ claro que P(r,-) é periddica de
periodo 2w, Por oulro lado, se 0 < r < 1,

|1 = 2r cost 4+ r*| = 14 r* = 2r|cost| > 1+r2—2r={]_r:|2 -0
logo, da férmmula
1-12
1—=2rcost+r2'

¢ ficil ver que, de fato, P € C*([0,1) x R). Um cdlculo direto mostra
que a equaciio (2.19) é vilida em (0,1) x R, O

Pir,t) = (2.20)

Lema 2.3. v € C°([0,1) x R) e satisfaz

v 1 1 8%

amrer a0

e (0,1) % R.

Scanned by CamScanner



Secio 1 O Problema de Dirichlet no Disco Unitdrio 189

Demonstracio: Pelo Lema 22, P e {:‘m{[[],lj x R). Usando entéo
a contimidade de g, 0 Teorema 1.4 e inducgiio, é facil ver que po-
demos derivar debaixo do sinal de integral infinitas vezes, portanto
veEC™([0,1) xR) e, ser e (0,1)

1

Fa 100 1 0%
dr rﬁr+ﬁ—i
A e s 18P
_2“. _tg{t}[arz {r_‘H t}'!' ;F{Tﬁﬂ—t]
1 8°P
+;f'a?[?‘1§_ﬂ]dt=ﬂ
O
Lema 2.4. Quaisquer que segjamr e [0,1) e e R,
1—-r2 _
P(r, & — t) = m,- Yie R, II:E.EI)
2 pro—gvag— L [
) TR0 W =g | Pod=1 @2

Em particular, P(r,t) > 0 para (r,t) € [0,1) x B.

Demonstragio: Para provar (2.21), note que

|1“E‘!E _ Eit|2 - I:’.I"Eiﬂ ce citjll:rﬂ-—i-l!i' s Ea—it}
= rd — p(el0-0 | g=it8-0)) 4
=1—2r cos(f —1) 4 r2;
a formula (2.21) segue entio de (2.20). Para provar (2.22), vamos es-

crever a serie em (2.16) que define P de outra maneira: como P & uma
fungao real,

oo +00
Pir,{) = Z et il — gq ( Z ikt plk|
b=—p b —ey

s oo (2.23)
= Z cos(kt)r’™ =1 4 Ezms{kt}r"’.
k=1

b=—no
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Sejam r € [0,1) e # € B. Como o cosseno é uma fun¢ao limitada, a
série em (2.23) converge uniformemente em [0, ] x R qualquer que seja
R € [0,1) e, portanto, escolhendo R > r, podemos integré-la termo a

termo; além disso, como P(r,t) é periddica de periodo 2 como fungao
de ¢, obtemos

L (" pro—oa0 =L [T (1) dt
ET-.- —r Ti B 2# —ﬂ-‘-ﬂ ]
1 m
== | Pirdyd
5 (r,t)

—n

-

1 i B +o0
= - f [E + Ecns(.’:t}r"’] dt
k=1
=14 = Zr ms(.‘:t = I

I,

O préximo lema & a peca fundamental na demonstragio do Teo-
rema 2.1.

Lema 2.5. v(r, f) converge uniformemente a g(#) quando r — 17,

|
Demonstragio: Queremos mostrar que, dado £ > 0, existe 5 > 0 tal
que

D<l—r<n=|uir,d)—g(f) <=, YOER. (2.24)

Vamos entio estimar a diferenca v(r,8) — g(#). Usando o Lema 2.4,

o(r,0) ~90) = 5= [ 96RO~ ) - g(0)

= o [ Po-8)o(8) - g(6)) a0

= lo(r,) ~90)| < 5 [ P08 19(6") — 9(0)] a0

Fazendo a mudanga de varidvel ¢ = # — 8 e usando o fato de que Pr e g
sao periodicas de perindo 27, obtemos

() - 9@ < 5= [ B@lo@—0)-g@lde. (225

-
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Note que

lim P.(t) =

1l

0 set#0,t€[—mmn,
+oo selt=0.

Portanto, para majorar a integral em (2,25) é preciso dividi-la em duas
partes: uma quando  esté perto de zero e outra quando ¢ estd longe de
BETO.

Seja entfio £ > 0 arbitrdrio. Como g é continua em [—, w] e periddica
de perfodo 27, g é uniformemente continua e portanto existe § > 0 tal
que d <w/2e

6,6 eR, |00 <d=|gd)—gl#) <e/2 (2.26)
Além disso g é limitada, logo existe M > 0 tal que
lg(t)] < M, VteR.
Portanto, usando (2.25), {E.EE}, 0 Lema 2.4 e o fato de que P, é par,

v(r,8) — ﬂiﬂ}tﬁﬁl— Prt )2M dt

) [ B0)190 - 1) - g@)lat + 5 [ P(2M at

_f p,{t}dHEUjmﬂd:+[ﬂ.{t}ﬂ]

& —-f P(t)dt.

le':i h.}lf"l

Por outro lado

D<d<i<m=cost<cosd=+1—2rcost+ri>]1—_

1—'1"2 - 1 — ¢4
l1-2rcost+r? — 1—-2rm:-3£+r2=Ff'{5}:

2rcos b + r°

= F.(t) =

logo

v(r,) = 9(0) < 5 + 2% (n~ O)P(6) < £ +2m B,
Mas
1—r?

1—2rcos § 4+ ¢2

Fe(d) =

=0
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quando r — 1~ (note que § nio depende de #!) e, portanto, existen > 0

tal que .
D<l-ra<n= B8 < i

Note que n depende de 4 mas nido de 6. Logo,

ﬂﬁl—rﬁnz&|u{r,ﬂ]—g{ﬂ}|{%+ =¢, VOER.

2

[

Demonstracao do Teorema 2.1. Os Lemas 2.3 e 2.5, .l‘L'-l“"“*'n'?*“'tE
com o fato de que P(r,-) é periddica de periodo 27, mostram que E
solugio de (2.6) se definirmos v(r,#) em r = 1 por v(1,#) = g(f). E

claro entdo que u € solugdo de (2.1). o

Observagao. Ao provar o Teoema 2.1, mostramos que, de fato, u €
C>°(£1). E possivel provar mais: se u: §} — B for harménica (ou seja,
A = 0 em 1), onde 2 é aberto em R?, entfo u serd a parte real de uma {
funcao f: Q2 — C analitica em £

O método de separacio de varidveis nos dia um candidato a solugao:
¢ preciso depois “eleger” o candidato, ou seja, provar que a fungao en-
contrada é de fato solucao. Além disso, nada nos garante que a solugao &
finica. No caso de problemas elfticos, a unicidade ¢ normalmente obtida
através de principios do méximo. Isso serd discutido no Capitulo 12.

3 Exercicios

Secio 1: O Problema de Dirichlet em um Retangulo

1. Seja Q = (0,7) x (0,7). Ache uma solucdo u € C%(Q2) N C(Q1) para
o problema

Auw=10em ],
u(0,y) =sen y=u(m,y), 0<y <,
w(z,0) =senx =u(z,7), 0<zx <.

2. Ache uma solugio u € C*(Q?) N C(N) da equacio de Laplace em
N ={(z,y) : 0 <z < a0 <y < b} aeb constantes positivas,
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satisfazendo as condigdes de contorno u(0,y) = 0 = ufa,y), 0 <y < b,
u(x,0) =0, u(z,b) = g(x), 0 <z < a, onde

T el <z <a/2,
g(x) =
a—1 sea/Z<z<a.

3. Sejam a > 0 constante e f € C([0,a]) satisfazendo f(0) = 0= f(a).

(i) Utilize o método de separagio de varidveis para achar um candi-
dato a solugio para o problema
u € C*((0,a) x (0,400)) N C([0,a] x [0,+00)),
Au=0em (0,a) x (0, +o0),
u(0,y) =0=ula,y), y =20,
u(z,0) = f(z), Am u(xry)=0,0<zza

(ii) Determine que condigbes f tem que satisfazer para que o candidato
encontrado em (i) seja de fato solucao.

4. Discuta a existéncia de solugbes e resolva, quando possivel,

u € C%((0,a) x (0,5)) N C([0,a] x [0,8]),
Awu=0em (0,a) x (0, 5),

u(0,y) =0, ula,y) = fly), v € [0,b],
w(z,0) = hiz), wlz,b) =0, z € [0,a].

5. Considere o problema de Neumann

Au=0em (0,a) = (0,b),
ugr{[]:. y]l =1, T-!-.t!(ﬂ't 1!"] 2z f{ﬂ'}, = [[}1 '5"]1:
wuy(z,0) = 0 = uy(z,b), = € [0,a].

(i) Mostre que a equagio de Laplace e as condigdes de contorno ho-
mogéneas determinam o conjunto de solugbes

un(z,y) = cn cosh(nmz/b) cos(nmry/b), ne &*.
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194 A Equacdo de Laplace Cap. 8

{ii) Fazendo uma superposicio das solucdes em (i). derermine formal-
mente uma solucdo do problema.

Observagdo, Nio é possivel determinar a constante ¢g. Além disso.

&
&=

para que exista solugdo é preciso que seja possivel expandir ; em uma

série de Fourier em cossenos de periodo 2b com gp = 0 e. portanto. €
]

preciso que f f(y)dy = 0. Essas duas propriedades — o problema estd

ri ﬂ - - 3 £
determinado a menos de uma constante aditiva e f rem que satlsiazer
uma condi¢io para que haja solucio — sdo propriedades comuns a todos
05 problemas de Neumann.

6. Resolva o problema que consiste da equagao de Laplace no retangulo
D<z< a,0<y<hb comu(d,y) =0, u(a,y}=f[y],ﬂiy*_f-ﬁ_.
H{I'. E} =0, ﬂ't,r{'rrb} =0,0=szc=a.

7. Prove o Teorema 1.4 para funcdes complexas.

Secdo 2: O Problema de Dirichlet no Disco Unitdrio

1. Resolva

u e GO N O,
Au=0em i,
= f € C(aM),

)50
onde = {(z,y) € B?: 22 +y* < R?} e R > 0 é constante.

2. Resolva o problema acima no caso em que [ € constante,

3. Resolva o Exercicio 1 no caso em que f(Rcosf, Rsenfl) = Acos# +
B senf + C, A, B, C constantes, # € [0, 2n].

4. Resolva o Exercicio 1 no caso em que f{Rcosf, R senf) = R cos= §—
R? sen?d.

Scanned by CamScanner



Segdo 3 Exercicios 195

5. Ache a solucio da equacio de Laplace fora do circulo de raio R, ou
seja,

ue CHQ)NC(A), u limitada,
Au=0em il
'H.]an = ECl:aﬂ::l,

onde 0 = {(z,y) € B? : 2 + y? > R?}. Retire a condicao “u limitada”
e verifique que o novo problema tem uma infinidade de solugoes.
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Capitulo 9

A Equacédo de Calor

Neste capitulo, diseutiremos alguns problemas envolvendo a equagao de
calor & uma dimensio espacial. Na primeira secdo, estudaremos pro-
blemas em um intervalo finito e, na segunda, na reta inteira, o que nos
levara de maneira natural 4 introducao da transformada de Fourier,

1 De Volta ao Problema de Transmissao de Calor

Vamos voltar ao problema (1.1) do Capitulo 6,

= O° Upy , (z,t) € (0,1) 3 (0, +00),
u(0,2) =0=xfl,t), t>0, (1.1)
u(z,0) = f(z), =€ [0,1],

onde f € C([0,1]) satisfaz a condigdo de compatibilidade
f(0) =0 = f(l). (1.2)

Vamos procurar solucdes do problema {1‘1] em g[[;l f] 5 [ﬂ? T'D'Cl}:] n
C*((0,1) # (0,450)). Usando o método de separagio de varidveis, obti-
vemos, no Capitulo 6, um candidato i solugio do problema (1.1)

+00 2.2 2
LT orneT
u(z,t) = Zi'bu sen (T) exp (- 7 t) 2 €[0,d], t>0, (1.3)

onde

2 rt N
by = ?./ﬂ. f(z)sen (_E_) dr, ne N, (1.4)
196
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Secio 1 De Volta ao Problema de Transmissao de Calor 197

400
flz) =3 by, sen (EE) , x€[0,1]. (1.5)

=1 I

Observe que, se a série em (1.5) convergir em [0, 1], entdo convergira em
toda a reta a uma fungio fmpar e periddica de periodo 21, logo a série
em (1.5) serd, de fato, a série de Fourier de F, onde F é a extensio
impar e periddica de periodo 21 de T.

A anilise da série em (1.3) é semelhante & andlise que fizemos anteri-
ormente ao resolver o problema de Dirichlet no interior de um reténgulo.
{}hslerve que, pelo lema de Riemann-Lebesgue, a sequéncia {b,} dos co-
eficientes de Fourier reais de F ¢ limitada e, portanto, devido ao fator
exponencial, a série em (1.3) converge uniformemente em [0,1] % [, +0)

qualquer que seja £ > 0. Isso nos permite reescrever (1.3), no caso em
que t = 0, na forma

ulx, t) = i% 'E Fly) sen (?) dy sen (?) exp (— o'na? t)

2
{ +00
- fu ) [% ;scn (ﬂ—?y-) sen (n——T—J) exp (_Ei::it)] dy
= [ ke, u, ) dy,
onde (1.6)

e —

[2

40
klz,y,t) = % Escn (E:E) gen (?) il ( e (o ) il

& 0 niicleo do calor (para o problema (1.1)). Note que a série que define
k{x,y,t) converge uniformemente em B X R % [g, +oa), qualquer que

sejac >0, eque k€ CO(R x R x [, +oo)). Como € > 0 é arbitrério
k. € C(R xR x (0, +00)). Concluimos, portanto, derivando debaixo dt;
sinal de integral, que u € C*([0,1] x (D, +00)). Derivando a série (1.7)
termo a termo, é ficil ver que k satisfaz a equacio do calor k, = Eﬁ:‘
logo u satisfaz a equacio do calor em [0,1] % (0, +00). E claro *r.-fs.m.!:n:;H;1
usando (1.3) ou (1.6), que, se t > 0, w(0,8) = 0 = u(l,1). =
Quando ¢ = 0 a situacio é mais delicada, como era de se esperar
No entanto, supondo que [ € diferencifvel a menos de um nimero finitn:.i
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198 A Equagao de Calor Cap. 9

de pontos em (0,1) com f’' € SC([0.1]), a série de Fourier de f converge
uniformemente e, portanto, a série em (1.3) converge uniformemente em
0, 1] % [0, +20), 0 gue mostra que u & continua no segmento deretat =0,
0 < & < e satisfaz(1.1). Acabamos ent@o de provar o seguinte teorema:

Teorema 1.1. Seja f € C([0,1]) satisfazendo (1.2} e suponha que f
¢ diferencidvel em [0,1] @ menos de um nimero finito de pontos com
f' e SC([0,1]). Entdo a série em (1.3) converge unifermemenie em
[0,1] x [0, +cc) para uma fungdo u € C([0,1]) x [0,+0a)) N c=([0,1] x
(0,42c)) que € a solugio do problema (1.1).

Observe que, se f for seccionalmente continua em [0,!] em vez de
continua, com derivada seccionalmente continua e se

f(z) = [f(z™) + f(=7)]/2, ¥z € (0,1),
£(0) = 0= f(1),

entao a série de Fourier converge pontualmente para f, embora a con- q
vergéncia ndo seja uniforme; nesse caso, a série (1.3) converge unifor-
memente em B x |g, +00) como anteriormente e define uma funcio em
C*®(R x (0,400)) que é solugio de (1.1), embora néo seja continua.
Assim, mesmo quando f nao € continua, a solugao u(z,t) é de classe
('™ para valores arbitrariamente pequenos de £ > 0! Isso ilustra o fato
de que o modelo de condugio de calor que usamos suaviza instantanea-
mente quaisquer descontinuidades que aparecam na distribuicfio inicial
de temperatura. Do ponto de vista fisico, isso é uma desvantagem da
equacio do calor: a velocidade de propagagio da perturbacio é infinital
Sob esse aspecto, o modelo da equacgéo de onda é melhor. No entanto,
para valores grandes de ¢t > 0, a equacio funciona bem: a presenca
do fator exponencial em cada termo da série em (1.3) e o fato que os
coeficientes b, sao limitados implica que

t—]i‘lfl-nm H{E'tj = ﬂ: Vo € [U:E]:

o que estd de acordo com a intuicio fisica.

No caso em que f for apenas continua, um estudo euidadoso do
niicleo do calor permite mostrar que

!
lim u(z,t) = lim fu fl)k(z,y,t) dy = f(x)

=0+
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Secio 1 De Volta ao Problema de Transmissio de Calor 199

e que o limite é uniforme em x para = € [0,l]; nesse sentido & gue
podemos dizer que, se [ € C([0,[]) com f(0) =0= f(I), entdo

{
wmt)= [ fhkiewt)dy, 201, t>0

é solugdo de (1.1). O leitor interessado deve consultar a secdo 1.7 de
[Dym & McKean, 1972],

O problema (1.1) ¢, de fato, um problema bem posto. Vamos analisar
primeiro a dependéncia continua nos dados iniciais: se f e f sao como
no Teorema 1.1 e se u e i sio as solugdes correspondentes do problema
(1.1), entdo, se t > 0,

o0 i _ 2,32
)~ e 81 < 3 7 [ 1£@) - Jo)dy exp (-5 ]
n=1
2,2, 9

20
< 2|If = flloo 3 _ exp ([”;—:t)
n=1

onde

1 = Flloo = macx |£(2) - f(a)l

(Note gue |f — f| € €(]0,1)), logo atinge um méximo em [0,{].) Logo,
para cada ¢ > 0 fixo, dadoe > 0,5 6 > 0 for tal que 260 < g, onde

Teo 25022
anew
M=Eexp(— B t),

n=1

entao " ~
If = flloo < 8 = |u(z,t) —u(z,1)| <&, Yz e[0,].

Em outras palavras, pequenas variagoes na condicao inicial acarretam
pequenas variagdes, para cada t > 0 fixo, na solugio final. Nesse sentido,
o problema (1.1) tem dependéncia continua nos dados.

E possivel mostrar a unicidade de solugiio para o problema (1.1)
através de principios do méximo (veja o Capitulo 12). Outra maneira é

através da chamada integral de energia:

B = [ (u(z.)?dz, 20 (18)
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200 A Equacio de Calor Cap. 9

Suponha que u £ C?((0,1) x (0, +00))NC([0,1] [0, +00)) € uma solugio
de (1.1): entdo E definida por (1.8) é continua em [0, 4-00) e diferencidvel
em (0, +00); derivando a equacio (1.8), usande a equagio diferencial e
integrando por partes, obtemos

! 1
E'(t) =jl; 2H{$J}H¢{$,ﬁld¢=£ 2ou(r, gz, t) dz

I
“ —zaﬂf (ualz, ))? dz < 0
1]

e, portanto, E é uma funcio decrescente. Em particular,

I
1]

0<EB(t) = L (e, 1) do < B(0) = | @i @)

Por outro lado, se v € C#((0,1) » (0, +a¢)) N C([0,1] % [0, +00)) for outra
solugéio de (1.1), entfo w = u — v serd solugiio do problema

Wy = O ligy €M (0,1) = (0, +oa),

w(l, t) =0=w(l,t), t =0,

w(z,0) =0, x € [0,]]

que € um problema do mesmo tipo de (1.1) com f = 0, logo vale a
equacdo (1.9} com w no lugar de u e f =0, ou seja,

{
0< /u. (w(z, t))® dx < 0.

Entdo w =0e u=v. Acabamos de provar o seguinte teoremas:

Teorema 1.2. Se o problema (1.1) tiver solugdo em C([0,1] x [0, +o0)) N
C2((0,1) % (0, 40c)), ela serd tnica.

Assim, se f € C([0,1]) satisfierz f(0) = 0 = f(I), u dada por (1.3)
serd a linica solugdo de (1.1) em C([0, 1] x [0, +-00))NC*((0, 1) (0, +00))
além disso u serd de classe C™ em [0,1] x (0, +00).

Vamos agora discutir outro problema para a equacio de calor, mu-
dando as condigGes de contorno para condigoes nio homogéneas:

Uy = @’itgy, (z,1) € (0,1) x (0, +00),
uw0,t) =T, u(l,t}=Ty, t >0, (1.10)
t.l!-{I, E]] = f[ﬁ}, TE [[I1' !]:
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Secdo 1 De Volta ao Problema de Transmissdo de Calor 201

onde T e T} séio constantes e f tem que satisfazer a condigiio de com-
patibilidade

flO=Ty, f)=T,. (1.11)

Nao podemos aplicar diretamente o método de separagao de varidveis
nesse caso devido a nio homogeneidade das condigbes de contorno. Do
ponto de vista fisico, esperamos que a temperatura u(z, t) tenda, quando
t = +oc, a uma distribuigo estaciondria de temperatura v(z) que in-
depende da temperatura inicial u(z,0); a temperatura u(z, t) deve ser a
soma de uma distribuigio transiente w{z,) com a solugio estaciondria
v(z), com w(z,t) — 0 quando ¢t —+ +oo. Quem é essa solugio esta-
cionaria? B claro que v tem que satisfazer as condigdes de contorno e a
EDF; como v nao depende de ¢, v é solugio do problema

v (z)=0, z € (0,1),

v(0) =Ty, v(l)=Ts. (1.12)

Por outro lado, se u(z,t) = w(z,t) + v(z) e se v for solugio de (1.12),
entao w serd solucho de
wy = owee em (0,1) x (0, +o0),
w(0,8) = 0 = w(l, 1), £ >0, (1.13)
w(z,0) = flz) — v(z), = [0,1].
Como a solugao do problema (1.12) é
=
[

combinando as observagoes acima com os Teoremas 1.1 e 1.2, obtemos:

viz)=(-N)=+T, z<[0,l], (1.14)

Teorema 1.3. Se f € C([0,1]) for diferencidvel em (0,1) a menos de um
miimero finito de pontos com f' € SC([0,1]) e se f satisfizer (1.11), entdo
a tinica solugdo de (1.10) em C([0,1] x (0, +o0)) N C2((0,1) x (0, 4+00))
serd doda por

+o0 D D2
u[m,t} = {Tz"Tﬂ?-l—Tl“i-Zbﬂ EEI (EEE:E) exp (_&_T_Eﬂ_!) ; (1.15}

n=1

onile

- %jﬂ-f (f{y]' s }' T y_Tl) sen (%) dy, n € M. (1.16)
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‘m di 53 ' ente em B x [0, +00)
Além disso, a série em (1.15) converge yniformen ;

ew e C([0,1] x (0, +o0)).

0O método de separacio de varidveis pe ; Por exemplo, se
condigoes de contorno diferentes das discutidas ammﬂ_- | isolada ter;ni
considerarmos uma barra com a extremidade Els; . _uma. temperatura
camente e com a extremidade em z = 0 mantida &

constante T', as condigies de contorno ficam
w(0,8) =T, uz{l,t) =0, £ = 0.

Para resolver esse problema, basta reduzir as ::::rndi'-';ﬁfﬁ de cm'_ktﬂrJnrz} da-
das para condigfes homogéneas subtraindo a solugao ﬂsmﬂlﬂﬂﬂ{lﬂi 0
problema homogéneo ¢ resolvido entao pelo método de separagio de
variaveis.

Um tipo mais geral de condigao de contorno ocorre quando o fluxoe

ode ser usado também para

de calor em um dos extremos da barra (por exemplo, em z = [} &
proporcional & temperatura: a condigio de contorno fica
g (l,t) — hu(l,t) =0, t >0, (1.17)

onde h é uma constante ndo negativa. Nesse caso, o método de se-
paracio de varidveis nos leva a um problema de Sturm-Liouville {veja
[CHURCHILL, 1978, Secéio 67]).

2 0O Problema da Barra Infinita

Nesta secdo, vamos estudar o problema
Up = Uzz, (Z,1) € R x (0, +00),
u(x,0) = flz), € R,
u € C*(R x (0, +00)) N C(R x [0, +00)),
u limitada.

(2.1)

() leitor atento deve ter notado que tomamos o = 1 na, equacio de calor
usual

Ht = ﬂ‘i'ﬂ-m; {2-2}

no entanto, isso ndo € restrigdo alguma pois uma simples mudanca de
varidavel

¥

b

T

vy, t) = u(z,t)
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Segdo 2 O Problema da Barra Infinita 203

transforma a equacdo (2.2) na equacio v = vy, . A condigio “u limi-
tada” € uma condigio de contorno no infinito e vai nos garantir, como ve-
remos mais tarde, a unicidade da solugao de (2.1); note que esta condigao
impoe a condigio de compatibilidade f limitada.

Usando o método de separagao de varidveis, vamos procurar solugoes
da forma

u(z, t) = X{(z)T(t) (2.3)

para o problema sem a condigdo inicial {que é um problema linear ho-
mogéneo), Substituindo (2.3) na EDP em (2.1), obtemos
i W
v-k-};-— = 31;- = —A =cle.
Tendo em vista as condicies de diferenciabilidade requeridas e a condigao
de contorno no infinito, X e T tém que ser solugdes, respectivamente,

dos problemas
X € C*{R) limitada,

2.4
X'=-AXemR, (24)
T & C2((0, +oc)) 1 C({0, +00)) limitada, -
T' = —AT em (0, +o0). ]
A solugio geral da EDO em (2.4) é
X(z)=AeV™2 4 BemV—e (2.6)

e, como procuramos solugdes limitadas, /=X tem que ser um imaginério
puro, de modo gque A € B, A = 0. Aqui aparece a grande diferenga
entre o problema na reta inteira e o problema em um intervalo finito:
o conjunto de auto-valores de (2.4) néo € enumerdvel! Como a solugio

geral da EDO em (2.5) €
T(t) = Ce™, (2.7)

obtemos, para cada A = 0,

uy(z,t) = {Alﬁiﬁx + E,:.,E_i"ﬁ“’]e_'”_

Fazendo A = £%, £ > 0,
ug(z,t) = (ag €7 + be e 76%)e ™8, (2.8)
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Como néo temos uma familia enumerdvel de auto-valores., nioc pode-
mos formar uma série “somando™ todas as solugbes (2.8). Mas o que
corresponde & uma “soma contimua”™ (em contraposicao & uma “soma
discreta”, ou seja, uma série) é uma integral. E natural entdo perguntar
se € possivel obter uma solugao do problema (2.1) integrando as solugdes
(2.8), ¢ que nos leva a procurar uma solucio da forma

wat)= [ uele.t)de

e o = P
-f (£)e'= ‘E’def B{Ehe %= =5 g

0

—f E)e™* ¢~ {:E.-ef'{'f b{—£)e’T e dg |

. ™
ol seja.

u(z, 1) = \% f " O g (2.9)

(Colocamos o fator (27)~Y? na frente da integral apenas por uma ques-
tao estética: ele faz com que certas fdrmulas sejam agradavelmente si-
métricas.) Impondo a condigao inicial, f tem que satisfazer

ﬂml=ﬁ f_ " G006 de. (2.10)

Note que, a0 contrdrio do que fizemos na primeira secio do Capitulo
6, optamos por trabalhar com a forma complexa (2.8) por ser mais
conveniente (como alids tivemos oportunidade de verificar no caso das
séries de Fourier). No entanto, em alguns problemas (por exemplo no
caso de uma “barra semi-infinita”, ou seja, x € [0, +00) — veja [FIGUEL-
REDO, 1977]) serd interessante considerar uma representagio integral
da condicio inicial f na forma

b ]
flz) = fn o(€)sen(ée) de

L1

o5
f(z) = fu 9(€) cos(£x) de.

A férmula (2.10) nos leva entdo a procurar condigbes sob as quais
uma fun¢ao f pode ser representada nessa forma. Note que (2.10) pode

Scanned by CamScanner



Segao 2 O Problema da Barra Infinita 205

ser interpretada como uma erpensdo de f em auy

2 de? to-fungdes do operador
(—d°/dr”) uma vez que, se ;¢ =

Sy -
= £, &itag

T
"

= £- -,
w ri-

A primeira pergunta natural é, se f puder ser representada na forma
(2.10). quem serd a funcio g7 Tendo em vista a nossa experiéneia con
séries de Fourier {compare (2.10) com a forma complexa da série de
Fuuﬁei!}. a resposta deve ser dada caleulando a “projecio de [ a0 longo
de ¢, CﬂcFlandu entao o “produto interno” de f com e (observe
que aqul precisamos integrar ao longo da reta inteira) e prossegnindo
como se todas as operages abaixo fossem vilidas,

1 +ac f{ :I - 1 a ) ey
2 = — i o 1 3 r
var Jano T )welx) 9= n-IP-:fI-I-"_'e j:ﬂ dre ‘/:m dng(y)e™™
1 . 4o a "
- ‘Eq u-]:HP:e j:m d'm{:ﬂ ”» dee™ S—n)x
1 . oo e~ iE=nla _ AE—1ja
=5 Jm f dig(n) sl
oot —i(£ — )
= = o sen((€ —n)a)
= — lim 1 d
T attoa J___ g(n) o i

—

ik = ry senr
_-ﬂulﬁtl-lm_g:ﬂ-g(g_z ¥ dr
1 +m5&n
=§{E};/ Zdr
—a

= g(€)

o
eIl T
f dr
—o0 X

existe como integral de Riemann imprépria e é ipual a 7 (para o cileulo
dessa integral, veja, por exemplo, [CHURCHILL, 1978, Secio 39)). Por-
tanto, os coeficientes da expansio (2.10) devem ser dados por

pois a integral

1 +oa "
o= 7= [ I@eeds, cer 2.11)

Caso a integral em (2.11) faga sentido, a funcio g obtida acima é cha-
mada a transformada de Fourier de f e denotada por f ou F f.
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Antes de estudar com mais detalhes em que condigbes as fdrmulas
(2.10) e (2.11) sdo vdlidas, vamos prosseguir na obtengdo de solugdes
para o problema (2.1). Substituindo (2.11) em (2.9), obtemos

+
]'_,:,{j:’ E:] - ..-].'-.- = dfeilfte-ﬁﬂt f+m ﬂ!y fl:,y}ﬂ—iﬂ’
BT g —
| ptes +00 T s
= E dyf(!f}f dEE-'E IﬂzEfI—!.r:ll
- -0

Note que a integral em £ converge pois [¢%*—¥)| = 1 e a integral
o0
[, e
—on

converge. Na verdade, podemos até calcular explicitamente essas inte-
grais, mas, antes disso, precisamos do seguinte resultado:

Teorema 2.1. Seja F' € O(R x I), onde I C R ¢ um intervalo (finito
ou infinito). Suponha que F € diferencidvel em relagdo a y com o =

: - dy
C(R x I) e que existem fungdes continuas g, ga tais qiie

[Ez, y)| < g1(z) e

ﬁ_F[: < o)
ay I,y} —.-FEEI:':- {x,y]{—fﬂ}{ I

+oa +00
[ g1{z) dzx < +oo, g2(z) dr < oo

(=] —d
Entdo as integrais imprdprias

00

=+
F(z,y) dz, f %;3 (&)

= —iC0

convergem ¢ a funcdo

+00
f(y) = f P(z,y)dz, yeR, (2.13)

=

¢ continuamente diferencidvel em I com

+o0
ro=[ %‘;—{x,wm (2.14)

e
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Secao 2 O Problema da Barra Infinita 207

Demonstracio: Em primeiro lugar, como F e = sio majoradas

por fungbes de x integrdveis na reta inteira, é claro que as integrais
impréprias em (2.13) e (2.14) convergem. Vamos mostrar que f € C(I);

a demonstracio que a integral em (2.14) também define uma fungio
continua ¢ andloga.

Dado £ > 0, como g, é integrdvel em IR, existe uma constante M > 0

tal que
&
f m (E‘:l dx < E i
|z| =M

Por outro lado, pelo Teorema 1.4 do Capitulo 8, a fungéo
fuly) =f Flz,y)ds, y€ I,
fl= M

¢ continua em I, logo, dado y € I, existe § > 0 tal que

E

zel, ly—z|<d=|fuly) - fulz)| < =

Portanto

MIFfm-y}—F(Iaz}ldI

x|

-/|;|5M F(z,y) d:r»—_/l;liuﬁ'l[:r,z]da:
< E/I;:I}M gi(x) dz + | far(y) = fae(2)]

£ E
e s aw
gtz =€

sk Iy—zla:ﬁ%If{yJ-J{z}IEfl

e

Falta apenas mostrar que f definida por (2.13) é diferencidvel com de-
rivada dada por (2.14). Dado £ > 0, seja N = 0 tal que

f golz) dr < <.
Y J

Pelo Teorema 1.4 do Capitulo 8, a funcao

frly) = f F(z,y)ds, yeI
lxl<N

Scanned by CamScanner



208 A Equacio de Calor Cap. 9

¢ diferencidvel em I com derivada

%fﬁ[y}=f| a—F[:r,y}rfﬂ:, y € I

«|<n OU

Entao, dado y € I, existe § > 0 tal que

fniz) = fuly)
z—y _/I;TIEN Oy p)ee

Por outro lado, para cada r € R, existe 7, entre z e y (pelo teorema do
valor média) tal que

zel,0<|z—y|l<é= <

g
3

F(z,z)— F(z, y}

3_

{I Zz)| < ga(xz),

logo

zel, Di!z—y|{5#1ﬂﬂ—:§:ﬂ f+mg{a: y) dx \

Flz,z)— Flz,y) . aF
jI;:IEN 2=y o |m'|5N Ay
F(z,z) - F(=z y}l
'ﬁme =W+
fN{E — Swly) f ar
==Y 2| <N dy

=

3y 0|

|:|:[::-N

+2f gzlz) dx
lzl=N

— (z,y) dz

£ £
etagfoy
g Teg =6

o O |
Lema 2.2. (z)f e tde = T Vi > 0;
T +‘|:|C‘ _‘Eﬂ!_ .I'_E i &£
(ﬂ.}f g7 R ”d‘!;':‘.l'?e_z"m, VzeR, t>0.

Demonstragao: Seja

+oo
I= f e €'t e,
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Entaon

+oo " +ex g
I* = f et ’d{f e~ dn
—_— =[50

_ -[+|:1-|:-'|:€'E f+m dﬂﬂ_{{:_l_nE:u
-0 —

e, portanto, usando coordenadas polares,

+00 2 5 +oo 2,
1% = f drr die~"t = E?T/ re | “dr
1] | ]

r fo x |°
=-f IE::"_uﬂf:l':=?Ez

b fno

ke
s

logo I = </« /t, 0 que prova (i).
Para t > 0 fixo, seja

-|_m J
w{m] e f E;"_'E?ﬁ E"E:f d{.
]
Como F(£,z) = ¢ £t ¢ de classe C*° em R? com

|F(E,z)| < e €

g_': {ETIJ‘ = [ige™¢"| = gte"

30 +od
f e~E't dt, f |Ele=8" di
—oa —co

convergem, pelo Teorema 2.1 & continuamente diferenciivel em R e

e as integrais

@ (x) = - i&e‘fﬂt e d¢

=

—F [t .
_ o[ e gty g
2t S
- f=400 o4
S P e — f g e &' jpetde dE
H A
= wlz).
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210 A Equacio de Calor Cap. 9

Mas entéio ¢ é solugdo do problema de valor inicial

—.L

w'(z) = 57 @)

w0 =4[5

_fr — 2
wlz) = ?ﬂm(?)-

logo

O
Substituindo o valor da integral na férmula {2.12), obtemos

1 ma= = _{j:_ }E
u(x, t) = AT . 3
) m];m fl:y:lcxp( o )d'rT;rER,t}EI. (2.13)
A férmula (2.15) nos d4, portanto, um candidato & solucao. Note que,
para t > 0, como f ¢ uma funcio continua e limitada, a integral eﬁ
(2.15) converge. A funciio

1 —z?
Kz, t) = 7 exp (-E)  TER. t> 0, (2.16)

¢ chamada de nicles do calor (para o problema (2.1)). Vamos estabe
]mr. algumas propriedades do niicleo K para depois mostrar em que
sentido u definida por (2.16) 8, de fato, solucio de (2.1). !

Lema 2.3. O niicleo do calor K € de classe 0™ ¢ satisfaz a equacdo do
calor em B » (0, +oc). Além disso, quaisquer que sejam x € B e ¢ =0

=]

+o¢
/;m K(z—y,t)dy = Ky, t)dy=1. (2.17:]

—

Demnnstrat;ﬁn: Da expressio (2 IE] & clar
: : 0 F oo
Um cdleulo direto mostra que que K € C=(Rx(0, +oa)).

Ky =K,
em R x (0,400). Para provar (9
kbt p (2.17), vamos fazer uma mudanga de
£ =
?? —=
2Vt
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e usar o Lema 2.2(j):

+x +ee T, & |
K(z—y.t)dy = 1 f ,ﬂp(_u)dy

—_— '\,.i'-'-]-?'rt -dt

ok
:u%f E—‘qﬂdi’j'=l.

A primeira igualdade em (2.17) sai do fato de que (fazendo z = 0)
K(-y.t) = K(y,t), quaisquer que sejam y € R, £ > 0. O

Lema 2.4. Seja f € C(R) limitada. Entao
+00

lim - fy)K(z -y, t)dy = f(z), z€R,

e o limite € uniforme em [-M, M|, onde M > 0 € arbitrdrio.
Demonstracio: Queremos mostrar que, dado £ > 0, existe 57 > 0 tal

que

0<t<y=|u(z,t) - flz)] <& Yze|[-M, M| (2.18)
onde u €& dado por (2.15). Usando o Lema 2.3,

we.)~1@)= [ S@K G- u0dy-1@) [ Ka-v0dy
— [ K- v00@) - ) dy
to0

= () - f@) S [ Ke-v.)1f@) - f()ld.
Seja R > 0 arbitrdrio. Entao

(1) - f(2)] < f

l=—vl

+f ) - @IKE-y

1f(y) = f(=)| K(z — y,t) dy
<R

Como f é limitada, existe uma constante C' > 0 tal que

|f(z)] <C, Yz eR,
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212 A Equacio de Calor Cap. 9

logo

j F) = f(2)| Kz — vt dy
|z=yi= A

1 (z = ylﬂ)
< 2C exp (——-—* dy
- -/1-z—ur-3ﬂ Vit 4t
- E e~ ds
VT Jsizrivat

Por outro lado, como f é continua, f é uniformemente continua em
[~2M, 2M] e, portanto, existe § > 0 tal que § < M e

2,y € [-2M,2M], |z —y| < 8 = |f(=) — fly)| <&/2
Entio

o] < M, lz—yl<d=y <|z|+ly—2| <M+d<2M
= |flz) - fly)l <</2

Escolhendo B = & e usando o Lema 2.3, obtemos, qualquer que seja
x € [-M, M],

— flx :1:—,111-‘E Kl —y.t)dy <
[, W0~ @Kyt < [ Ka-ub

Mas

B3| 7

lim e dr = 0,
t—+0% Jjs| 24/

lopo existe i > 0 (que depende de § e £ - e portanto de M —, mas nao
depende de x) tal que

)
<t<n=20C e ds <
’ ! EELIYT

1

b2 ™

o que prova (2.18). O
Teorema 2.5. Seja f € C(R) limitada. Entdo a fungdo

f+m_f{y}f£'{1r —y,t)dy sez R, t >0,
uw(z,t) = % J_oo
f(z) sezeER, =0,

é solugio do problema (2.1). Além disso, u € C™=(R x (0, +00)).

e ———
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Depmnstrar;ﬁa: Usando o Teorema 2.1, é ficil verificar que podemos
derivar debaixo do sinal da integral quanto quisermos em B x (0, +o00),

logo, pelo Lema 2.3, u € C™°(R x (0, +-00)) e satisfaz a equacio do calor.
Note que, como f é limitada,

+ix

julz, )| < C Kliz—y,tidy=C, Yz R, t>0,

=0

onde C' > () é tal que

Ifly)| <C, VyeR.

Portanto, u é limitada. Falta apenas mostrar a continuidade de u nos

pontos da forma (zg, 0): dado oy € B, seja M = |zg| +1; pelo Lema 2.4,
\dado £ > 0 existe > 0 tal que

£
0<t<n=|ulz,b) - flr) < 5 ¥z e[-M, M|
por outro lado, como f € continua em xy, existe § € (0,1) tal que

lz = 20| <8 = |f(z) - f(z0)] <5

Entao, como d < 1,

|t —zo| <d0<t<np=ze[-MM,0<t<n|f(z)— flx) < E

2
= |u(z,t) — u(zg, 0)| = |ulz, t) — f(xo)|
< lulz,t) — f(z)| + | f(=) = fzo)| <&,
0 que prova a continuidade de u em [z, 0). 0

Gostariamos de observar que os resultados que provamos acima sio
vilidos em B™: nesse caso, o micleo de calor é

el
K(z,t) = (4nt)™™2 exp (%) , TER", t>0,

e & solugdo do problema

u € CHR"™ x (0,400)) NC(R™ % [0,4+0c)) limitada,
w; = Au em R" x (0, +00),

u(z,0) = f(z),
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214 A Equagio de Caloor Cap. 9
"/
onde f € C(R) é uma fungao conhecida e limitada, ¢ dada por

u(g,t) = | fy)K(z—y,¢)dy, ©€R", t>0.
“"‘

Note que o Teoremna 2.5 nos d4 uma solucio do problema (2.1), mas
nao sabemos se a solugiio é \inica ou ndo. Veremos mais tarde que, de
fato. o problema (2.1) tem uma tinica solucdo.

Na resolugio do problema (2.1), a transformada de Fourier apareceu
apenas como um passo intermedidrio formal; no entanto, em muitos
problemas, ela aparece de forma essencial, como veremos no priximo
capitulo.

3 Exercicios

Segao 1: De Volta ao Problema de Transmissao de Calor

1. Resolva:

u € C([0,1] % [0,+00)) NC2((0,1) x (0, +00)),
e = tiyy em (0,1) x (0, +00),

w(0,8) =T = u(l,t), ¢t >0,

u(z, 0) = T + b sen(xz/l), z € [0,].

2. Considere uma barra uniforme de comprimento I, difusividade térmi-
ca o e distribui¢do inicial de temperatura f(z) = sen(nwz/l), z € [0,1],
onde n € M. Suponha que as extremidades da barra estio isoladas. En-
contre a temperatura u(z,t). Qual é a temperatura estado estaciondrio?

3. Considere uma barra uniforme de comprimento [, difusividade térmi.

ca o’ e distribuigio inicial de temperatura flz), = € [0,1]. Suponha que
& temperatura em z = () € constante e igual a zero, enquanto que a
extremidade x = [ estd isolada termicamente.

(i) Use o método de separaciio de varidveis para obter solugoes do tipo
un(z,t) = sen((2n — 1)rz/20) exp(—(2n — 1}Ew“cﬁt,f{4£2}},n eN

para o problema homogéneo dado pela equacio de calor e as condi.
coes de contornoem s =0ez = [,
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(ii) Encontre uma expansio

BITl Série par ;
forma Eenu, que satisfag Para a temperatura u(z,t) da

4 condicdo injpjal u(x,0) = fiz).

i) Dé condigd ;
(iii) ndigoes sobre a fungio f parg que a expressio (i) seja uma

solugao do problema em C2((0
Essa solugio é 1inica? ((0,2) x (o, +00)) N C([0,] x [0, +c0)).

(iv) O que acontece se a extremidad

constante T 7 €z = 0 for mantida & temperatura

4. (i) Obtenha uma solugio formal do problema

U = & Uz + g(2,1), 7 € (0,1), ¢ >0,
w(0,8) =0= u(l,t), t =0,
u(z,0) =0, 0<z < {,

da forma
40
u(z,t) = Z Ch(t)sen(nmz /1),

n=1

supondo que

+o
g(z,t) = Y _ba(t)sen(nrz/l), (z,t) € [0,1] x [0, +00),

n=1

(ii) O que vocé pode dizer sobre o problema abaixo?
Uy = ﬂfzu:::t: + gz, 1), (z,t) € EUJ] * (Er +oc),
u(0,8) = 0 = u(l,t), £ 20,
u(z,0) = f(z), = € [0,1].

9. Considere o problema

wp = a2Au em % (0,+00),

ulz,t) =0, T € a0, t =0,

u(z,0) = f(z), €D
onde {} © E" é pio vazio, aberto e limitado, & é o laplaciano em B™,
a>{é ;Dnstante efel (1) é nula na fronteira 942
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216 A Equagio de Caloof Cap. 9

(i) Separe a varidvel temporal ¢ das varidveis no problema de contorno
para obter um problema de auto-valores para —4A e uma EDO em

L.

(i) Suponha que n=2e 2= (0,1) x (0,{). Use novamente o métﬂmdﬂ
de separaciio de varidveis para obter os auto-valores e auto-fungoes
do problema em (i).

(iii) Obtenha uma expansiio em série para a solugio do problema ori-
ginal.

6. Seja D = {(z,y) € B2 : 2 + y® < 1} e considere o problema

up = o (Ugz +tyy), (z,y) €D, >0,

U{Iﬂi':ﬂ:l = f(z,y), (z,y) € ﬁﬁ
ulz,y,t) =0, (z,y) € 8D, t = 0.

(i) Faca uma mudanca de varidvel T = z/l, § = y/l para recair em
um problema andlogo com a = 1. Dagui para a frente suponha
que & = L.

(ii) Separe as varidveis espaciais da varidvel temporal e obtenha o pro-
blema

—Av=Avem D,

'“Laﬂ = 0.

E possivel mostrar (veja o Exercicio 9 da primeira secao do Capitulo
12) que A > (. Suponha, daqui para frente, que A > 0.

(ili) Reescreva o problema em (ii) em coordenadas polares,

(iv) Separe as varidveis r e # e mostre que a nova constante de Separacao
1 ¢ real e nao negativa.

(v) Resolva o problema obtido em (iv) para a funciio 8 e faga uma

mudanga de varidvel p = /Ar para obter a equacio de Bessel de
ordem 1

P R"(p) + pR'(p) + (p* — 7*)R(p) = 0.
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Observagao. No caso em que F=neZt a solugao geral da equacgao
de Bessel é da forma R(p) = C'dy(p)+ DY, (p), onde C e D sio constantes
arbitrarias e J, e ¥, sfo as fungdes de Bessel de primeira e segunda
espécie, respectivamente. A funcio Y, ¢ ilimitada quando p — 0%, de

modo que as solugbes que interessam sio os miltiples de J,. (Veja
[CHURCHILL, 1978].)

(vi) Usando a observagiio acima e o fato de que os zeros positivos da
fungao de Bessel J,, formam uma colegio infinita enumerdvel anyy ,
m € N, mostre que os auto-valores do problema em (ii) sio da

forma A = a2, , n € Z*, m € N. Obtemos, portanto, um can-

didato & solucéio do problema original (em coordenadas cilindricas
e no caso a = 1) da forma

400 oo
u(r,8,t) = Z Z [Anm cos(nf) + Bapmsen(nf)|Jn(anmr) exp(—aZ,.t)

n={}m=1

onde os coeficientes A, , Bhy sio determinados pela condigio
inicial. (Nao calcule: é preciso usar as relagbes de ortogonalidade

w

das funcbes J,(p) = El; f exp(—inf + p sen §)d#; para maiores
—x

detalhes, veja [CHURCHILL, 1978].

Secdo 2: O Problema da Barra Infinita

1. Resolva o problema (2.1) no caso em que f é uma fungao constante.

2. Defina a funcio erf (também chamada de fungao erro) por

erf(z) = %ﬁ e dt. z €R.

Escreva a solucdo do problema (2.1) em termos da funcdo erro no caso

em que
0 se |z| > a,
f(z) = {[ﬂ:| se |z]| £ a.

3. Encontramos a solugao do problema (2.1) supondo que f € C(R) é
limitada e & claro que, se retirarmos a limitagdao da funcio f, a solugéo
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u nido poderd ser limitada. Mostre que, se f € C(R) for tal que |f(z)]| <
ce®’, onde a e ¢ sdo constantes positivas, entdo u(z,t) definida por
(2.15) para z € B, 0 < ¢ < (4a)”!, satisfard a equaciio de calor nessa
faixa. Mostre também que u(zx, 1) — f(zq) quando (z,t) = (xg,0).

4. Ache uma solucio do problema

u € C*R % (0,400)) N C(R x [0, +00)),
U = Uy, se R x (0, 4+00),
u(z,0) = Az + B, seR,

onde A, B sfo constantes.

9. Hesolva o problema no Exercicio 4 modificando a condicio inicial
para u(z,0) = Az? + Bz + C, A, B e C constantes, z € R.

6. O que acontecerd com a expressio (2.15) se f tiver uma descontinui-
dade, mas f € SC(R)?

7. Ache uma solugiio da equagio do calor em B x (0, +c0) que satisfaga
u(z,t) = f(z) quando t — 0%, |z| # a, onde flz) =1 se lz| < a e

f(x) =0se |z| > a, a uma constante positiva. (Observacio: escreva a
solugio em termos da funcéo erro)

8. Repita o exercicio anterior para o caso em que f(z) =0sexz < 0e
f(z)=1sez >0, com u(z,t) = f(z) quando t — 0% se z £

9. Ache uma solucio para o problema da, “barra semi-infinita”

Ut =Ugz, >0, >0,
u(0,) =0, t>0,
u(z,0) = f(z), = >0.

10. Prove o Teorema 2.1 para fungoes complexas,
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Capitulo 10

A Transformada de Fourier

Comegaremos este capitulo estudando algumas propriedades da trans-
formada de Fourier no espago de fungies absolutamente integrdveis. Na
segunda secdo, estudaremos a transformada no espago de Schwartz e,
na terceira, introduziremos o conceito de convolugao para fungbes nao
periédicas. Na quarta e ultima se¢do faremos duas aplicacdes.

1 A Transformada em [!
Na resolucao de um problema envolvendo a equagao de calor na reta

inteira (problema (2.1) do capitulo anterior), encontramos uma repre-
sentagio de uma func¢ao f € C(R) limitada da forma

_ L [ geet=d R
f@ == [ o@=de, zer, (1.1)
onde

©=— [ f)eiteas

gg_v'ﬁ—m x)e , £ R, (1.2)

Note que nem toda fungio continua e limitada pode ser representads
nesta forma: é preciso que as integrais impréprias em (1.2) e (1.1) con-
virjam (pelo menos!). Estudaremos para que fungdes f e em que sentido
as formulas acima sao vilidas.

219
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220 A Transformada de Fourier Cap. 10

Vamos comegar entao definindo a transformada de Fhm?er: se
f:B = C for integravel em qualquer intervalo [a,b] e se a integral
impropria

:-::l"ﬂ_m b
f+ |@Diz=ﬂﬁﬂlmf|ff$1|d$=||f|h-::+m (1.3)
too 0

=00 bk

existir, entdo a fungiio f: B — C dada por

- 1 oo

LIk - —iT o 1.4

fo=ne===[ e (1.4)

estard bem definida para qualquer £ € R e serd chamada de transformada

de Fourier de f. O problema fundamental da teoria é tentar recuperar

f de sua transformada. Este problema é bastante complexo (lembrem o

caso das séries!) e vamos resolvé-lo para uma classe especial de funcoes;
para esta classe, provaremos a formula de inversdo

+o

@ =—= [ ot (15)

Nao é por acaso que estamos utilizando a notacao f tanto para séries
quanto para transformadas: de fato a série e a transformada de Fourier
sdo exemplos de uma teoria mais geral, a andlise harménica em grupos
abelianos localmente compactos. O leitor curioso (e com algum conhe-
cimento de Analise!l) encontrard mais infurmau;ﬁu@—u [RUDIN, 1963] ou
no livro eldssico [LOOMIS, 1953).

Vamos denotar por £! o espago das fungies f: R = C absolutamente
integrdveis, ou seja, integraveis em qualquer intervalo la, b] e satisfazendo
(1.3); |l - |l1 define uma semi-norma (veja a terceira segdo do Capitulo
6) em £'. Como as fungbes em L£! nio sio necessariamente continuas,
||fll1 pode ser zero sem que f = 0 (basta que [ seja diferente de zerg
apenas em um nimero finito de pontos). O espago £ é “muito grande”
para podemos inverter a transformada de Fourier: se f & £! nem sempre
f € L', logo a integral em (1.5) pode néo existir.

Exemplo 1.1. Seja

_Ja sexe[-l1],
IIIJ - {ﬂ s& I {i“a—E [-'E:'EL
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onde a,l R, I >0, a £ 0. E claro que f € £1. Vamos calcular f‘. se
£#10,

fley= v,l—- _; flz)e ™™ dx = % f I e T
L e~ 2a sen(él)
g 2 £ 1,.*"2; £
e, =8 E = l:l,
Finy =y,
Vo
Gurm:ulm 'sen € integrdvel na reta inteira mas |z~ 'sen z| nio o &,
fel

Vamos comegar o nosso estudo da transformada de Fourier com al-
gumas propriedades bem simples.

Proposicdo 1.2, Sejam f,g  £L'. Entdo:
| (D) (f +Agl(6) = F16) + Xg(€), VAEC, VEE R,

—

(ii) F(&) = F(~€), V& € R (T € a fungio compleza conjugada de f);
(iii) sey € R e fy(z) = flz—y)hzeR, fyell e

(f)(E) =¥ F(§), VEC R (1.6)
(iv) |7(6)l < ‘ﬂ% Ifll, V€ ER.

Demonstragao: A primeira propriedade & trivial: basta usar a lineari-
dade da integral. A segunda propriedade também é imediata:

-~ 400
10=— [ T@ede= - [ fa)otean = Fp)

Quanto a (iii), o grifico da fungdo f, é o grifico de f transladade |y
unidades (para a direita se y > 0, para a esquerda se y < 0), logo f, € £!
e

- I e 1 f¥=
(full€) = ] flaz—y)e ™ dr = — F(t)eist+y) gy

= g ib¥ f(£).
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+
Finalmente, |f(¢)] € — f |f(z)|dz = rllfll: [

Teorema 1.3. Seja f € £'. Entao sua transformads de Fourier [ ¢
uniformemente contfnua em R,

Demonstracgao: Dado £ > 0, pela condicio (1.3) existe uma constante
M = 0 tal que
V2T

f|z|m' fa)dr < e

Seja N > 0 tal que N = ||f||;. Como a fungio y — ¥ & continua em
y = 1, existe §; > 0 tal que

a2 _
oN

x| < d; = |e¥ = 1] <
Mas entao, se § = d§, /M,
Inl<d=|en| <d, Vze|[-M, M|
2, portanto,

Inl <d=vEeR, |FlE+n) - FlE)
% ‘E f:ﬂ |f ()] e 64T — o752 g

1 ; 1 .
ik flz e“’mmldsr+-——f e _ 1| dx
e [:J:IEMI ()] | - FEINE ;
E
P )dz + —= f )| de
7y T 17(z)]
£ E
S Ifll + 5 <,
o que prova a continuidade uniforme de f, O

E interessante observar que o lema de Riemann-Lebesgue também
é vélido em L', on seja, se f € £, f(£) — 0 quando |€] — 400, A
demonstragao no caso geral é um pouco mais complicadsa, mas fica ficil
se f for seccionalmente continua em qualquer intervalo [a, b;
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Proposicao 1.4. Seja f € £! tal que f ¢ seceionalmente continun em
qualquer intervale [a,b]. Entdo

lim  f{&)=0.

[E|=++00

Demonstragao: Dado = > ), como _fﬁé uniformemente continua, existe
d = 0 tal que

|6 —nl < 8= 17(©) - Fl < 5-

Por outro lado, de (1.3), existe M > 0 tal que
[ @i<virg, Mz
|z|=8 3 6

Seja g: [—m, 7] = C dada por

2 M
o) = /207 (2 y).
Como f é seccionalmente continua em [—M, M|, g é seccionalmente

continua em [—m, 7] &, portanto, vale o lema de Riemann-Lebesgue (para
séries de Fourier — Coroldrio 3.7 do Capitulo 6), ou seja,

i L —i
gin) = s f glz)e™"™ dz — 0 quando n € &, |n| = +o0.

Seja IV € M tal que

nek, n|=N=[Gn) <=

%
Se £ € R com |£] > Nw/M, escolha K € Z tal que
M
H—I{FEEH;

ento |[K|=>Ne

T n M T
o557 ~¢= 37 (K7€) <gpss
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Logo
o< -7 (%) + [F (57)]
Y
S
%t [ o svan| = + 0l <o
Portanto

61> 2T & |Fle)l <=

2 0O Espaco de Schwartz

O espago de Schwartz, que denotaremos por § = S(R), € a colegiio das
fungoes f: B — C infinitamente diferencidveis em R tais que, quaisquer
que sejam o, § € 7, existe uma constante Cy g com

l2* fO)(z)| < Carp, Yo €R; (2.1)

fi8) é a B-ésima derivada de f.
Observe, em primeiro lugar, que as funges de S tendem a zero em
+oc rapidamente: de fato,sen€Me f € 5,

l2” f(z)| < C = |f(2)] < lfil 240,

logo f(z) —+ 0 quando |z| — 400 mais rdpido que o inverso de qualquer
polinémio. Essa propriedade implica que § C L. E claro que, se f € S,
entiio a fungdo g(z) = z% f)(z) também estd em S quaisquer que sejam
a, 3 € Z: ela é infinitamente diferencidvel e rad gfﬁ'] (x), quaisquer que
sejam o, ' € £*, é uma soma finita de termos da forma z™ f™(z), logo
limitada. Finalmente, é evidente que 5 é um espago vetorial complexo
e que o produto (pontual) de fungdes de S estd em S.

Se f: R — C for infinitamente diferencidvel e tiver suporte compacto
(ou seja, existe M > 0 tal que f = 0 fora do intervalo [—-M, M]), entdo
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f € 5: a propriedade (2.1) segue do fato de que fungdes continuas em
um intervalo fechado limitado sao limitadas.

Exemplo 2.1. Seja v(z) = e=*/2. E claro que  ndo tem suporte com-
pacto, mas v € S, pois v é infinitamente diferencidvel e, se @, § € ZF,

x ..r.{ﬁ}'{:n} — P(mjlﬂ_*zﬂ !

onde p(x) é um polindmio, logo 24BN z) — 0 quando |z| = +oo e é
uma funcio limitada. E interessante observar que, pelo Lema 2.2 do
capitulo anterior, 5§ = + (e, pelo menos nesse caso, vale a férmula de
inversio).

O espago de Schwartz é “feito sob medida” para o estudo da trans-
formada de Fourier, como veremos mais adiante.

Proposicio 2.2. Se fc S entio f'e S e
(F')(€) = i€ f(€), VEER. (2.2)

Demonstragao: Ja vimos que f' € §. Calculando a transformada de
Fourier de f',

(7€) = o= f ™ pa)e e dg

=T [f{fr}e_"f‘ m:_m —i£) f " f flz)e= d:r:]
= i€ f(£).
O
Um argumento simples de indugio mostra que:
Coroldrio 2.3. Se feSenchl, f(N g5 e
(F™)(€) = (&)™ Fe). (2.3)

Os resultados acima, de aspecto inocente, sfo, na verdade, muito

profundos. A Proposicao 2.2 nos diz que o operador diferencial i
agindo em 5 é levado, via tl"l.nﬁfﬂl‘m&dﬂ de Fourier, no ﬂpEra.dﬂr?ie
multiplicacio por i€ no espago { f f € S8}. Isso nos permite transformar
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equacdes diferenciais ordindrias em equagdes algébricas e nos permitird,
mais tarde, reduzir equacoes diferenciais parciais a equagoes diferenciais
ordindrias. Precisamos entéo saber quem é o espago das transformadas
de S:

Teorema 2.4. A transformada de Fourier F define uma bijegdo linear
de S em si mesmo e sua inversa € dada por

(F F)a) = fz) = v,% Y Ok e, zeR, fES.  (24)

Observe que, se soubermos que F: § — 5 é uma bijegéo, as férmulas
(1.5) e (2.4) sdo equivalentes: de fato, se {1.5) for vilida, como F é uma
bijecao, toda f € S serd da forma f = § para alguma g € S e, portanto,

1)) = (F Fo)e) =gte) = = [ f 3(6)e%= de

+oa _
== [ feea

Reciprocamente, se (2.4) for vélida,
i +oo 3
flz) = (F ' Ff)x)=(F ' filz) = U%fnw f(€)e de.
Para provar o Teorema 2.4 precisaremos de alguns lemas:
Lema 2.5. Se f € 8, entdo fE 5.

Demonstragao: Como f € 5, podemos derivar debaixo do sinal de
integral em relacdo a £ quantas vezes quisermos (pelo Teorema 2.1 do
Capitulo 9; embora este teorema tenha sido demonstrado para funcées
reais, separando uma funcio complexa nas suas partes real e imaginsria
é facil ver que o resultado é valido para funcdes complexas), obtendo

+o
7o) = ?12——?; [_ (—ia)’ f@)e e ds, (2.5)

qualquer que seja 3 € Z1, o que prova que fé de classe C™, A férmula
(2.5) pode ser reescrita, em notagéo imprecisa porém clara, como

&) = (-i)P (= f7. (2.6)
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Se o, 3 € Z, usando a férmula (2.5) e o Coroldrio 2.3, obtemos

£ FO(g) = (—i)*e(ie)* (2 £1(€)

= e (2 ) @
)

rx dﬂ &
onde g = (~i)*** —— (2#f). & claro que g € § C £ logo, pela Pro-

posigao 1.2, § & limitada, ou seja, £ ﬁ'ﬂ}{t} ¢ limitada, o que prova que
fes. O

Lema 2.6. Se f € S ¢ tal que F(0) =0, entdo

+oa
0= f0)=—= [ o

Demonstragao: Vamos primeiro mostrar que existe g € S tal que

f(z) = zg(z), ¥z e R.

De fato, pelo teorema fundamental do cilculo,

1
$@)= [ g = [ afe) = zg(a
onde ;
g(x) = A f'(tz) dt;

como f & infinitamente diferencidvel, separando f em suas partes real e
imagindria e usando o Teorema 1.4 do Capitulo 8, podemos diferenciar
quantas vezes quisermos debaixo do sinal de integral, obtendo sempre
uma fungio continua, logo g é de classe (0™ sm B. Sejam o, 7 £ T+
como z%g!?) & continua, ela ¢ limitada em [~1,1]; se |z| > 1

¥ ) =
1 f(z) e é ficil mostrar por indugiao que ol

Al
9 @) = = gf—l}*mmﬂ-kﬁ-ﬂ(m},
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logo

B
2] 2 1= |e2g(a)| <} % [[*+P=* | 78~ ()| < Cap
=0 :

e z%g'8)(x) é limitada. Isso prova que g € 5. Utilizando a férmula (2.6),
obtemaos
f(&) = (zg)(€) = i (£)
e, portanto,
#oa

= 0.

—i

‘oo +oo
f_  Feyde=i f ) ﬁ%fﬁ(&]ld&m‘ﬁ[ﬂ

Lema 2.7. Se f € S(R), entdo
e 1 =5 ry
1O = o= f_ G

Demonstragiao: Vamos definir uma funcio auxiliar g,

g(x) = f(z) = F(0)y(z)
onde
v(z) = e =12

Como jd vimos, 5 = ~ e, em particular, a férmula de inversio é valida

ra ; co
i v como fiy € 5, éclaroque g€ S e 9(0) = 0. Logo, pelo Lema

9(0) =0= —_ f " 56 de.

Por outro lado, pela linearidade da t
s ransformada de Fourier (Proposicio

1 9(6) = (&) - F(0)3(6) = () - F(0)(e),
Ogo

Flé)de - £r0) —— f €12 g

L7
f f(e)de - f(o).

Il

ww-
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[
Estamos prontos para provar a férmula de inversio em S:
Lema 2.8. Se f € S, entdo
flz) = f et de, Wz eR. (2.7)
oy

Demonstragao: Se €, z € R, pela Proposicio 1.2,

fle)ee = (£-2) (6),

onde f_.(t) = f(t + z). Como o gréifico de f_ é o grafico de f transla-
dado de |z| unidades, & claro que f_. € §. Pelo Lema 2.7,

D0 =5 +oa -
(@) = 1-0) = = { CRGES ?,% / " Rleet .
|

Demonstragio do Teorema 2.4. Pela Proposicio 1.2 e pelo Lema
2.5 F: 8 — § é linear. Da formula de inversao (2.7}, é claro que F é

injetora pois
+ma

Ff=0=f=0=VzecR, _f{x}l:ﬁ _ fleyessde =0

Falta apenas mostrar que F é sobrejetora (pois, nesse caso, as firmulas
(2.4) e (2.7) sdo equivalentes). De fato, dado f € 5,
4o

o@) = o= [ 1= de=Fl-a) (28

esta em S (pois feSeseheS, z— h(—z) também pertence a §) e
pela férmula de inversio (2.7),

f(€) ———f fla)e*d I-_f g(—z)e"* dz
f o(y)e¥ dy = §(6),

(2.9)

—

ﬁ\

logo f=1. d
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Observacao. Das expressdes (2.8) e (2.9) vemos que

§iz) = g(-=) (2.10)

e (2,10} vale para toda g € 5. Portanto a transformada de Fourier
F:5 — & tem a propriedade que FoF=F2=J, onde J: § » T ¢é

definido por
(JF)(@) = f(~3), zER.

Em particular, como J? ¢ a identidade 7: § — §, temos que

Fi_1 (2.11)

A identidade (2.11) significa, em particular, que as raizes quarta da
unidade, +4, £1 sio auto-valores do operador JF. As fungdies de Hermile

halz) = et /2 f’; e, ne&. (2.12)

sa0 auto-funcoes pois

Fhy = hyy = (—1)" hy . (2.13)

Note gue

hn(z) = polz)e™" /2, neN,
onde py(x) & um polinémio de grau n, logo h, € § para todo n € B+

3 A Operacido de Convolucio

J4 definimos anteriormente (veja a quarta se¢iio do Capitulo 7) a opera-
¢ao de convolugio para funcoes seccionalmente continuas e peritdicas,
Vamos agora definir esta operagio para funcdes nao periddicas, Seja
f € L' eseja g: R — C limitada e seccionalmente continua em qualquer
intervalo fechado. A convelugdo de f e g é a funcao f#sag:R = C
definida por

i

(f *g)(z) = _ flylglz—y)dy, z e R (3.1)
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Note, em primeiro lugar, que a integral em (3.1) converge pois, como g
é limitada, existe M > 0 tal que

lg(z)| € M, Yz R,

¢, portanto,

St =l < M@ = [ If@oa =) < Mlflh < +oo.

O espaco £! nao é um bom espaco para a operagdo de convolugao,
mas o espago de Schwartz é: mostraremos mais adiante que a convolugao
de fato define uma operacio em S. Veremos também que essa operagao
corresponde, via transformada de Fourier, & multiplicagdo pontual (a
menos de uma constante),

Lema 3.1. Se f.g € 5, Entﬁuf*gEGE“{R]ﬂﬁl e

I1f = glly < [1£1 gl - (3.2)

Demonstracao: Como a fungio Fiz,y) = fly)g(z—y) é infinitamente
diferencidvel e, para cada x fixo, F(z,-) e todas as suas derivadas estao
em S (logo, em particular, em £1), pelo Teorema 2.1 do Capitulo 9 é
facil ver que f # g & infinitamente diferencidvel. Para mostrar entao que
f*ge L' e que vale a desigualdade (3.2), basta mostrar que

[ 1+ o@lds < 1

quaisquer que sejam a,b € B com a < b. De fato,
[1eo@na= |/
+-:|n
< j iz [ dylf )l lota - v)
i = I

b T
= fi—+00 N
—--[l dr lim j;ndﬂfh’”iﬂ':z vl
=f lim Gu(z)dz,

n—F+o0

Huly (z - I-‘]d‘ﬂ"dm
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onde "
Gnlz)= [ |f(w)llg(z —y)|dy.

=T

E claro que G, € C(R), logo, para trocar a ordem da integral com o
limite acima, basta mostrar que o limite é uniforme (veja o Teorema 1.4
do Capitulo 7). De fato, como g é limitada, existe M > 0 tal que

lglz)| < M, Yz eR.

Por outro lado, como f € £!, dado £ > 0 existe N € M tal que

)
fp: M@l < g

Entao, qualquer que seja ¢ € R,

n=N=

+oo
Gala) = [ 170l ot o) dy’

(i ]

< L L @llo(e—g)ldy < M fm Ol <e

Logo G converge uniformemente para
+oo
6@ = [ 17)llote~ v)ldy
e, portanto,
b b n
[ 1 a@iar< tim_ [do [* ais@)lo v

b
= Jm_[" i)l [ dslo(a - y)

o 0
Efm dylf{yllf_m dz|g(z — y)|

=/ " ww) / ;m dzlg(2)|

o0

= Ifllxllgllr -

O
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Proposicio 3.2. Sejam f,g,h € S e A € C. Entdo
(i) fg=g+],
(ii) (f*g)xh=F*(g+h),
(i) (f+g)+h=F+h+gsh,
(iv) (Af) =g =A(f *g) = [ *(Ag).

A demonstracdo da Proposigio 3.2 é imediata e ficard a cargo do
leitor; salientamos apenas que a expressao ([ + g)» h faz sentido, j& que
f#g€ L pelo Lema 3.1 e h é limitada.

Vamos introduzir um produto interno em §: se f,g € S,

e

(flg) = . flz)g(z) de. (3.3)

I ficil mostrar que (+|-) definido por (3.3) € de fato um produto interno
em S (vejn a Proposigio 1.1. do Capitulo 6). Se f € 5, usaremos a

notacio » "
== [ epka] 3.4

=D

(Compare com as equacdes (3.2) e (3.4) do Capitulo 6: a situagao aqui
é um pouco diferente porque (f|g) toma valores complexos em geral
quando f,g € S.) Vamos mostrar que, de fato, || - ||2 definida por (3.4)
define uma norma em S, ou seja, satisfaz as seguintes propriedades:

@) [|lfllz=0,¥f€S;

(ii) se f €8, ||flla=0¢F=0;

(i) [|Aflla =M Ifll2, YFES: V€T
@) |If +gliz < |Ifll2+ llgllz, ¥Fig €5

As trés primeiras prﬂpriE:dE.dEE- acima sao imediatas. Para provar a
desipualdade triangular (propriedade (iv) acima), precisamos da desi-
gualdade CBS

I(Fla)l < Ifllzlgllz, ¥ fig €S (3.5)
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Supondo (3.5), a desigualdade triangular segue pois

Iz

If +9llz = (f + glf +9) = IF15 + (Flg) + (alf) + |lg

= [I£1I3 + 2R(£19) + IlolI3

< 111+ 21(1g)| + IlglI3

< A1z -+ 211 £z llgllz + [lglf2

= ([I£1lz + |lgll2)?,
onde usamos que (f|g) = (g|f) (uma das propriedades do produto in-
terno). Para provar (3.5), vamos fixar f,g € S: entao (f|g) = |(f]g)|e®
para algum € € [0, 27| e, portanto, qualquer que seja r € B,

0 < (re f + glre® f + g)
= (| £113 + re=?(flg) + re®(glf) + Iloll?
= || f113 + 2rl(Flg)] + 19115 -

Mas um polindmio de segundo grau com coeficientes reais que tem no
méximo uma raiz real tem discriminante menor ou igual a zero, ou seja,

4|(f1g)* — 4115113 llgll? < 0,

logo
[(Flg)| < lI£1l2 lgllz -

Teorema 3.3. Se f,ge S, entdo f+ge S e
(f * 9J18) = Vo f()3(¢), ¥EER. (3.6)

Além disso, vale a identidade de Parseval

17113 = 11115 (3.7)

Demonstragao: Como f+g € £! pelo Lema 3.1, podemos caleular a
transformada de Fourier de fg; além disso, como as integrais convergem
uniformemente (veja a demonstragio do Lema 3.1), podemos trocar a
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ordem de integeacio oblendo

(f » 9(E) = F > deete f_ " 2t~
[ dy f(y) d ce” ' glz —y)
T Vor f dy f{y}c"‘w f G

= V2 f(£)F(£).

Como f,g € 8, pelo Lema 2.5, f,ﬁ £ S, logo (f +g) € 5 e, portanto,
pelo Teorema 2.4, f+g € S. Falta apenas mostrar (3.7). Para isso, note
primeiro que, usando (3.6) e a formula de inversio em 5, se f,g9 € S,

400

f{é}ﬂ{ﬁ }dt = rf (f =gl (€)dé = (f = g)(D)
" [_ f(5)a(~y) dy.

Mas entiio, dada f € S, se gly) = f(-v), 9 € § e sua transformada de
Fourier é

916 == | jaiﬂﬁ i '_f

/ T @)t de = % " f@)eite de

_;Em

|5~

)

2
(£),

—

logo

too woo

A= [ 1Ferd= [ fee =1 +90)
pire: 400

- [T rwst-n = [ 1y =718
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4  Aplicacoes

Vamos ilustrar com dois exemplos o uso da transformada de Fourier
para obter candidatos & solugio de problemas envolvendo EDP's linea-
res. Consideraremos primeiro um problema para a equagio de ealor nio
homogénea:

u € C*R x (0,+00)) N C(R x [0, +00)) limitada,
Ut = ey + glx,t), (2,t) € R x (0, +o0), (4.1)
u(w,0) = f(z), =R,

onde f € C(R) e g € CYR x [0, +c0)) sdo funcdes limitadas dadas.

A EDP em (4.1) ¢ a equagiio do calor acrescida de um termo néo ho-

mogéneo g(x,t). No problema (4.1), tanto a EDP quanto a condigio

inicial nao sio homogéneas, mas podemos dividi-lo em dois problemas,

um com & EDP homogénea, outra com a condigio inicial homogénea.
Considere entdo os seguintes problemas:

v € C*(R x (0, +00)) N C(R x [0, +00)) limitada,
v = Uz em R x (0, 4+00), (4.2)
v(x,0) = f(z), x € R,

w € C*(R x (0,400)) N C(R x [0, +00)) limitada,
Wy = ez + gz, 1), (1,8) € R x (0, +00), (4.3)
w(z,0)=0, z R,

E claro que, se v for solugio de (4.2) e se w for solucao de (4.3), entio
u = v+w serd solugdo de (4.1). Obtivemos, na viltima se¢io do capitulo
anterior, uma selugio para o problema (4.2) usando o métode de se-
paracio de varidveis:

+o0
v(z,t) = . S —pt)dy = (f+Ki)(z), z€R, t>0 (4.4)
onde
Kz, t) = Ky(z) = b ex (-_—rz- R t
: Tt Pl ) TER >0, (4.5)

€ o micleo do calor. Observe que, para cada t > 0 fixo, K; € 8.
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Vamos proceder formalmente, como na segunda segio do Capitulo 9,

para achar um candidato 4 solugdo de (4.3). Aplicando a transformada
de Fourier na varidavel x, obtemos

Gl = —f W+ G(€,t), t >0,
3] 55 0) = (4.6)

Para cada £ € I fixo, (4.6) ¢, de fato, um problema de valor inicial para
uma EDO de prlmeu'a ordem, portanto sua solucdo é tinica. Usando o
fator integrante €5'*, obtemos

(et i) = et (€, 1)
? £ z
£ (e, 1) = EE.D}+f £ 3¢, 5) ds
0
5 ) = f £ 5(¢, ) ds
[

Caleulando formalmente a transformada inversa, obtemos

1 +o0

VaT Joo
e : 2, f* 2
=ﬁ—;f fffﬂl‘fmﬂ'“fudsﬂ“ﬂf:ﬂjds

-
1 t = : a1 o
= E/n. ds dﬁﬂﬁmﬂnf (t=2) 9(&, s)
=00

1 t +oo . +oa -
= — f ds f de 67 g=¢(t=3) f dy gly, s)e™ 5V
—

+o0 +oo -
ris f dy a(y, 8) de & (t—8) i(z~y)

—

w(z,t) = W(E, t)e'" de

21?

Pelo Lema 2.2 do capitulo anterior, como s < t,
o 2
~€2(t-3) giéla—w) g — [T (*(I =) )
€ e = 5 &P | =
/. t—s “P\ 2 =9)
= E:rrH{:[.' —y, t—s),

logo =

w(z, t) = _{} ds dy gy, s)K(z — y,t — 5). (4.7)

—xd
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Provar que a fungiio w definida por (4.7) é, de fato, solugdo do pro-
blema (4.3) € mais complicado: note que a integral em s é uma integral
imprépria e que nio podemos aplicar o Teorema 1.4 do Capitulo 8 para
derivar a solugio em ¢, pois K(x — y,t — 5) estd definida apenas para
¢ < t. Apesar disso, procedento como na iiltima segiio do capftulo ante-
rior, é possivel provar que, para cada ¢ > 0 fixo, a integral em y (que jé
sabemos que converge) tende para gz, t) quando s — t~ e ¢ ficil provar
que a integral em (4.7) converge se t > 0. A derivagio da integral é
mais complicada, mas é possivel mostrar que w é solugio da EDP em
(4.3) e que w(x,t) —+ 0 quando t J. 0, portanto w é, de fato, solugao do
problema (4.3). Com isso, u(,t) definida por

i

u(z,t) = fy)K(z -y, t)dy

—oh

t o
+f ds dyg(y,s)K(z—y,t—3s), zeR, t>0,
o -

u(z,0) = f(z), -

é solugio do problema (4.1). Mais precisamente, € vélido o seguinte
resultado (que nao demonstraremos):

Teorema 4.1. Sgjam f € C(R) e g € CY{R x [0, +oc)) limitadas. Entdo
u(z, t) definida por (4.8) ¢ solugdo do problema (4.1).

Vamos agora usar a transformada de Fourier para resolver
u € C%(1) N C(T1) limitada,
Ay =10 em £}, (4.9)
u(z,0) = f(z), =R,
onde = {(x,y) € B%*: y > 0} é o semi-plano superior ¢ f é uma
fungio continua e limitada dada. Observe que, se retirarmos a condigio
de limitagdo, ndo hA unicidade: por exemplo, se f = 0, as funcdes
uy(x,y) = ¢ e uz(zx,y) = 0 tém laplaciano nulo. E possivel Provar que o

problema (4.9) tem uma tnica solugao.
Vamos aplicar a transformada de Fourier em relagao a varidvel z

para resolver (4.9):

— E%(€,y) + B, y) =0
- 4.10
(e, 0) = fle). e
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Para cada £ fixo, a solucéo geral da EDO em (4.10) é
(€, y) = A(€)e™ + B(y)e™ .

Por outro lado, pela férmula de inversio, procuramos solucbes da forma

A=
wiz, y) = n,_f-}_i_:r?_/: U, e dt, y=0, z€R,

que sejam limitadas, logo %(£, y) tem que ser limitada quando y — +o0,
o que implica que A(£) =0 se £ > 0e B(£) =0 se £ < 0, ou seja,

(g, y) = C(g)elél,

Impondo a condigio inicial vemos que

(e, y) = fle)e W

¢ a solugio desejada de (4.10). Utilizando a férmula de inversédo, obte-
mos, formalmente,

oo .
u(z,y) = «% f_ ek et g

1 O - +a5 .
= dee 1oV g f ds f(s)e™
—n —o
1 +oa o ;
i ds f(s) f deeKly gidlz—s},
T J—so —
Lema 4.2,
+oa . 9
'/;m e~y g7 de — ﬁ, Vel y>0.
Demonstragao:

+o0 ) N oo ;
f o= lEly df = fﬂ P dé + f o iz de
—o0 —00 0
+=00 : g
= f e SV eT de 4 f e 5V T gf,
0 0
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Por outro lado,

+oo ) b i
f e~ ¢~ d¢ — lim / g~ Ewtiz) ge
L]

b—d-oo il
~ pblutizm) _ g 1
= lim - = :
bitee —(y+iz) Y+ iz

pois y = 0.; logo

oo
f elEly gits ge I i _ &
o y+iz y+izr x4yl

Portanto, um candidato A solucdo de (4.9) é

u(z,y) = ljj_m Y " fls)ds, z€e R, y=>0. (4.11)

T)ooe (=382 +
A funcao
P - P, L Y

é chamada de nicleo de Poisson de 2 e (4.11) pode ser reescrita na
forma

u(z,y) = (f+ P))(z), 2R, y>0. (4.13)
Da expressio (4.12), € claro que P(z,y) > 0 quaisquer que sejam
z€R, y >0 eque Pe ). Um cdlculo direto mostra que AP = ()

o que
+o0

Plx —s5,y)ds =1, (4.14)

all — 3%
Lema 4.3. Quaisquer que sejam f € C(R) limitada e [ = la,b] C R,

400
lim f Plz—s,4)f(s)ds= f(z), Yz e R (4.15)

y=0t o

€ o limite ¢ uniforme em I,
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Demonstragio: Seja M > 0 tal que I C [-M, M]. Vamos mostrar

E::le o limite é uniforme em [—M, M], ou seja, dado £ > 0, existe n > 0
que

D<y<ny=

+o0
f_m Plz—s,y)f(s)ds — flz)| <&, Yz e [-M, M].

Sej&!r: > 0. Como f é continua em [-2M,2M], f é uniformemente
continua, logo existe §; > 0 tal que

%8 € [-2M,2M}, [z - 5| < 81 = |f(2) - f(s)| < &
Escolhendo § = min{d;, M}, obtemos

2 € [2M.2M], |z — 5| <6 = |f(z) - f(s)| <

=N

Logo, usando (4.14), qualquer que seja = & [—M, M],

[ P s te)de - fa)
.

| Pa—su)ts) - f(:cnds\
-
< f_ _ Ple—s,)\f(e) - fla)|ds
= f P(z — 5,7) |f(s) - f(=)|ds
|x=s5|<8
+f Pz — s,y) |f(s) — f(z)|ds
jx—s|24

N
EE[ Pz —s,y)ds

—a

- 3 8) = flz) ds.
2 ) T O - F@lds
Por outro lado, como f ¢ limitada, existe uma constante C > 0 tal que

If(s)l =C, YseR
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e, partanto,
TR 3 2c Yy
- ds — = ds
[ ra-sut@a-sa|<5+ 7 [ e
£

< ()
—y — | = — arctan "
2 * (E ]
Com arctan s — 7/2 quando s — +oc e arctan & < /2, existe 7 > 0

tal que
— —arct : _.”.E..
U{y{ﬂz}ﬂﬂ: arca.n el

Entao
400
DLy<n=> Pz — s,1)f(s)ds — f(z)| <&, Yz € [-M,M]
O
Teorema 4.4. Seja f € C(R) limitada. Entdo a funcdo
_J(f+Py)(z) sey>0,zeR, LR
H{m1y}_{f{mj sey=0,z R, (416)

¢ solugao de (4.9). Além disso, u € C=(0).

Demonstragao: Em primeiro lugar, é ficil mostrar por indugao que

]' £l 7
a* Pz, y) = {;_Eza-;iﬂ .
" 1 ga(z?p)
ay Pz, y) = T (22 + g2t

onde py e g, sio polindmios, pn(z, i}, como polindmio em z, tem grau
n e gu(z?,y), também como polinémio em x, tem grau n, se n par, e
n <+ 1, se n impar, de modo que as integrais imprdprias

R -0
f 10" P(z — 5,y)| ds, f 188 Pz — 5,4)| ds
— o0 — i
convergem. Aplicando entdio o Teorema 2.1 do Capitulo 9, como f é
limitada, podemos derivar debaixo do sinal de integral quantas vezes
quisermos para obter que

+od

u(z,y) = P(z - s,y)f(a)ds, (z,y) €},

—
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é de classe O™ ¢m 0. Além disso, se (z,y) € 0,
]
Au(r,y) = AP(z - s,y)f(s)ds = 0.

=0

Observe também que u é continua em 01 pelo Lema 4.3 e limitada pois

o
f Plz —s,y)f(s)ds| € C
onde €' > 0 é tal que |f{z)| = C, ¥z e R O

Na verdade, é possivel provar que u ¢ analftica real em 0 (ou seja,
pode ser representada pela sua série de Taylor em uma vizinhanca de
qualquer ponto (g, ¥a) € £); essa é, na verdade, uma propriedade de

qualquer fungdo harménice (qualquer funcio de classe 2 que satisfaz
a equagio de Laplace).

5 Exercicios

Segdao 1: A Transformada em £’

1. Caleule as transformadas de Fourier das fungoes abaixo:
(i) flz)=e o, a>0;
(ii) f(z)=e,a>0;

(i) f(z) = {

1—|z| s=elz| =1,
0 se |z| > 1;

(iv) f(z) = e~ cos(cx), a > 0, c ER;

(v) flz) = g =0 sen(ez), a > 0, c € R.

2. Mostre as seguintes propriedades da transformada de Fourier:
(i) FIA(-2))(€) = F(=€);
(if) FIF@(E) = F(=€);

)

(iii) FIf(z/a)l(€) =a f(ak), a #0;
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(iv) Flf(z - b)](€) = e F(€), bE R
(v) Flf(@)e (&) = flE+c), cER.

3. Calcule a transformada de Fourier das fungdes abaixo:

1—jz—-2] selz—2/<1,
0 se |l —2| > 1;

(ii) flz)=exp (—{I;EJE);

(iii) f(z) = e~lista?),

(i) flz)= {

1=lzlfa sel|x|<a,(a>=0)
0 se |z| > a.

(iv) flz) = {

4. Seja f:[0,400) —+ R abhsolutamente integrdavel, ou seja, integravel
em qualquer intervalo [a,b] C [0,+0c) e satisfazendo

o ]
/: |flx)| dx = hd]ijfu |f(z)| dz < +o0.

Defina as transformadas cosseno e seno de f por

o0

F(£) = . (¢) cos(£x)dz, € € R,
+o0
F(©)= [ foen(eads, ger.
0
(i) Mostre que, se fp: R =+ R é a extenséo par de f, entfo
Fe(€) = V7 /2 (faT(E).
(i) Prove que, se f;: R — K é a extensdo fmpar de f,
Fs(€) = iv/m/2(£:T1¢).
(iii) Se f(z) = e~%%, a > 0, mostre que F(£) = a(a? +&%) e Fy(€) =

E(a® + €371,
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5. (i) Prove a formula do somatério de Poisson: se f € C'(R) for tal
que existe K > 0 com | (z)| +|f(s)] < K(1 +2%)" para todo z € R,
entao, qualquer que seja L > 0 fixo,

f H**”“th Jf f(%)ﬁ:{p(ﬁgﬂ:).

k=—oo n=—aa

(ii) Aplique o resultado acima para a funcdo f(z) = (a® + z%)7',
a = 0, para obter

=1 dates

o5 a?+4kin?2  Zal-e?
=

6. Seja f e C(R)N L (reall). Mostre que:

(i) F(€) € B qualquer que seja £ € B se e somente se f for uma fungao
par;

(ii) f(£) serd imagindrio puro qualquer que seja £ € B se e somente se

f for impar.

Secao 2: O Espaco de Schwartz

1. Mostre que, se f € 5, a formula de inversio pode ser escrita na

forma o
f@)= [ 1A cos(es) + Ble)senteo)] d.
Encontre os coeficientes A(£) e B(£).
2. Prove a férmula (2.13),
3. Suponha que f € Cg(R) é tal que z" f(z) é uma fungao em L',
onde n € M. Mostre que [ € CER) e que vale a férmula (2.6) para

ﬂ=1,...,'ﬂ.

4. (i) Sejam I um intervalo limitado e xr sua fungio caracteristica, ou
seja, xr(z) = 1se ¢ € I, xs(z) = 0 se x ¢ I. Mostre que x; pode ser
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aproximada por functes de § em relagdo a || - |l;, ou seja, mostre que
existe uma sequéncia {gn} € S tal que

I = @al| = j;lx:im} — vu(z)| dz = [Iu ipulE) 0

quando n — +o0; equivalentemente, dado £ > 0 existe ¢ € 5 tal que
llxr —w@lh < &. (Sugestdo: um protdtipo de uma fungao que “suaviza”
um salto é

0 se x < 0,
Flx) = Exp(—%mcpﬁ) sel<ax<1,
1 sex =1

Esta fungio interpola entre os valores zero para x < 0 e um paraz > 1 de
maneira infinitamente diferencidvel. Utilize modificagoes convenientes
de f para obter a sequéncia {w,}.)

(ii) Uma fun¢do escada E & uma funcio seccionalmente continua (que
suporemos continua & direita) que assume apenas um numero fi-
nito de valores, ou seja, existern niimeros ag < ay < +++ < a, @

Ay ALy -y Ans tais que

n+l

Eg) =) Axr(z)
J=0

onde Iy = (—o0,ap), Ij = [Bj-1,05) e 1 € j < ne [y =
[@n, +00). Prove que toda fungiio escada de suporte compacto (ou
seja, tal que Ag = 0 = Auq1) pode ser aproximada por fungoes de

S em relagio a [ - ||;..

(iii) Se f € £! for seccionalmente contfnua, mostre que f poderd ser
aproximada por fungies escada de suporte compacto em relagio a

I+ Il

(iv) Conclua que as fungbes de £' que sdo seccionalmente continuas
podem ser aproximadas por fungGes de S em relagao a || - ||, .
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Segawo 3: A Operagiio de Convolugio

1. Mostre que, se g € £10Ce(R) e se g for limitada, entdo f+g €
EOCe®) e [1f + gl < (111 gl -
Y

& ‘.Lﬁt:]‘ problema estd relacionado com o quarto exercicio da segiio
anterior.

(i) Seja I wm intervalo limitado. Mostre que a funcio x; pode ser
aproximada por fungies de S em relacio a I ]le-

n ". -
(i) Prove que toda fungio eseadn de suporte compacto pode ser apro-
ximada por fungdes de S em relagio a || - ||z

(iii) Sejn f: B — C seccionalmente continua e suponha que f € de
quadrade integrdvel, on seja,

IFIE = fﬂ @R d < +oo.

Mostre que f pode ser aproximada por funcoes escada de suporte
compacto em relagio a || - ||a.

(iv) Deduza que toda fungio seccionalmente continna de quadrado in-
tegrivel pode ser aproximada por fungoes de 5 em relagio a || ||z .

(v) Suponha que f € £l é seccionalmente continua e de quadrado
integrdvel. Conelua que f ¢ uniformemente continua, de quadrado
integrivel e vale a identidade de Parseval.

3. Sejam f e g funcdes escada de suporte compacto. Prove as seguintes
propriedades:

(i} f#g ¢ continua e tem suporte compacto;
(ii) (f * g)(&) = Var f{f)ﬁ‘(ﬂ qualquer que seja £ € B,
(iii) (f *g) € LY
1
(iv) (f=g)(0)= 7 = n” * gJ &) dE;

(v) (f*g)z)= v_lzf:v? L‘if + gT(£)e"" dE para todo = € R.
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4. Demonstre a Proposicdo 3.2,

5. (i) Caleule a transformmada de Fourier de Xy, onde I = [~a,a),

a > 0.
(ii) Use (i) e os resultados do Exercicio 3 para calcular

[

Secao 4: AplicacgGes

1. Use a transformada de Fourier para achar formalmente uma solugao
para o problema

Ut = {:E'Hﬂ + h(z,t), zeR, £>0,
u(z,0) = f(z), z€R,
u(z,0) = g(z), s €R

onde f € C%(R), g € CY(R), h € C(R x [0,+0o0)) sio funcdes dadas e,
para cada t > 0 fixo, h(-,t) € C*(R). (Sugestao: use os Exercicios 3e 5
da secdo anterior.)

2. T1Jse a transformada de Fourier para resolver o problema da corda
infinita (problema (2.1) do Capitulo 5).

3 Use a transformada de Fourier para achar uma solugio do problema

Uy =Uer +0u, TER, t>0,
u(z,0) = f(z), z€R,

onde o é constante e f € C(R) é limitada.
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Capitulo 11

As ldentidades de Green

Embora os resultados deste capitulo sejam validos em E", estudaremos
apenas o caso n = 2, Na primeira se¢fo, enunciaremos o teorema de
Green no plano e demonstraremos o teorema de divergéncia; na segunda
segAo, provaremos as trés identidades de Green.

1 Preliminares

Vamos comegar introduzindo alguns conceitos topologicos. Seja S um
subconjunto de R® Um subconjunto A de S serd dito aberto em S se
existir um conjunto A; aberto em R" tal que A = SN 4;. Analoga-
mente, F' € 5 serd fechado em § se existir Fy fechado em R™ tal que
F'= 5N F . Observe que todo subconjunto de B™ & aberto e fechada
em s mesmo e que A C 5 serd aberto em 5 se e somente se S — A for
fechado em S. Além disso, se § for aberto (respectivamente, fechado)
em R™, entao os subconjuntos abertos (respectivamente, fechados) em
S serao exatamente os subconjuntos de S que sao abertos (respectiva-
mente, fechados) em R™.

Um subconjunto S de B™ serd dito conezo se S nio puder ser escrito
como uma uniao disjunta de dois subconjuntos nao vazios abertos em
S. Em particular, se 5 for conexo e se A C S for, ao mesmo tempo,
aberto e fechado em S, entio 4 = § ou A = @: de fato, nesse caso A e
S — A sao abertos em S, disjuntos e § = AU (S — A), logo um desses
subconjuntos € vazio, ou seja, A = @ ou A = 5. Um domfnio é um
subeonjunto de B™ que é aberto e conexo.

249
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Se {1 C R" for aberto e u € C%(f)), diremos que u é harmdnica em
1se Au=0em .

Seja 2 C R™ um aberto. Um campo vetorial em 0 é uma fungio
F: 01 =+ C™ com m > 1; o campo vetorial F ser4 de classe C* se e
somente se cada uma de suas componentes F;: £ — C for de classe k:
F(z) = (Fi(z),..., Fulz)), 2 € Q. Se f: 2 — C for de classe C!, o
campo vetorial continuo

Vf=grad f = (D1f,..., Duf) (1.1)

serd chamado de gradiente de f. Diremos que um campo vetorial F: {} —
C" provém de wm poiencial se existir uma funcéo ¢: 1 — C diferencidvel

em {2 tal que F = Vip. Se F: {1 — C® for um campo vetorial de classe
1, a funcio

T
V.-F=divF=Y DiFy (1.2)
§=1
serd chamada de divergéncia de F, F=(F,..., F,). Note que, se Af
for o laplaciano de f: 0 = C, entio

Af = div(grad f) = V-V (1.3)

e, por essa razao, escreve-se A = V2,

Muitas vezes & conveniente estender as definigbes acima para con-
Juntos fechados {}. Por exemplo, f: 1 = C serd de classe ¢! em 3
se e somente se f € C(N)) e se existirem G1y---8n € C(N) tais que
gi=Dfem £}, j=1,...,n As definigbes acima podem ser estendi-
das de maneira andloga.

Um teorema fundamental para o estudo das EDPs é o teorema da
divergéncia. Como o teorema.da divergéncia em B? & um corolirio do
teorema Green, vamos lembrar, do curso de cileulo, o enunciado deste
teorema (para uma demonstracio, veja [APOSTOL, 1965]).

Teorema 1.1 (Teorema de Green). Seja ©2 C B? wm dominio

| L | limitado e
sejam P,Q: 1} = R fungdes continuas. Suponha que:

(i) OR € uma curva fechada simples (ou seja,, sem auto-intersecio)
refificdvel;

(ii) as derivadas parciais Q, e Py existem e sao limitadas em §;
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(iii) as integrais dupla

t?d:mi,fF.:zm
-/;TI v . v

erisiem.
Entdo a integral de linha

f (Pdz + Q dy)
a5+
eriste €
= Tl = dy). 1.4
[(@e=Rdsty= [ (Paz+Qa (1.4)

Intuitivamente, a orientagio positiva de a0 & tal que andando em

i i : 5 la (veja a Figura 33).
ma de 81 a regido {1 estd sempre & nossa esquerda urs 33
;;ndemus tornar precisa essa definigao usando o indice de rolagdo (veja
a secdo 11.24 de [APOSTOL, 1069]). , |

O teorema de Green, como enunciado acima, supde que o dominio

" . ;|
2 seja simplesmente cONEXO (ou seja, scm “buracos” ). NU‘EM’D e ﬂzﬂ
0 tiver um numero finito de twhyracos”, poderemos reduzir ao caso do

Teo 1.1 nsando curvas auxilinres como na Figura 34: nli_nt.ﬂgm]
bmn;la ‘ sereve COmMo umsd soma finita de integrais sobre regloes sem
sobre {1 se &

“buracos’ .

aq'

Fig. 33 Orientagio positiva de JL.
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Fig. 34: O teorema de Green também ¢ vdlido para dominios
multiplamente conexos.

O teorema de Green ¢ vdlido também para fungdes complexas: se
PQ:1 4 C, P=P+iP, Q=0Q;+iQ eseos pares P, Q1 e Py,
(> satisfizerem as condiges do Teorema 1.1, entao

fﬁta;@ - 0,P)dady = [ (6u@s ~ P )indy +i [ 0.2 - 3, Puydzdy
= {Pzdm+ﬂ;’1dy}+='f (Padz + Gledy)
a0+ ant

= f (Pdz + Qdy).
af*+

Antes de enunciar o teorema da divergéneia, vamos introduzir a
nogio de normal externo. Suponha que 2 é um dominio limitado tal
que ) é uma curva suave, ou seja, admite uma parametrizagio conti-
nuamente diferenciavel o tal que o vetor velocidade o/(t) nunca se anula.
Mergulhe Q em B? considerando, por exemplo, 2 contido no plano z =0
e defina

_}
. o(t)x k
L S~y (1.5)
o' (t) = k|

_].
onde & = (0,0,1) e x ¢ o produto vetorial em R?. Se a parametrizagio
o fornecer uma orientagio positiva a 90, n definida por (1.5) serd a
_}

normal externa unitdria (veja a Figura 35 — na figura, o vetor k “saj®
do papel). Calculando explicitamente o produto vetorial em ( 1.5) se

a(t) = (z(t), u(1)),

+ 3 F F
o(t) x k= |2/(t) o(t) 0]=(/)~-=2(t),0)
0 0 1
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Voltando para B2, a férmula (1.5) fica
1

V(@ (1) + (1)

Vamos usar a convengio de que, sempre que falarmos em normal
unitdria d curve o no ponto t, estaremos nos referindo a it} definida
por (1.6). Como observamos acima, no caso de curvas fechadas orien-
tadas positivamente, 7 é a normal externa unitdria. Note também que
podemos definir 7 por (1.6) a menos de um nimero finito de pontos se
a for uma unifo finita de curvas suaves.

ﬁ{t} —

(/' (t), —='(t)). (1.6)

a(B)=(1,/ (1)

P /

Fig. 35: Se a parametrizacio o fornecer uma orientagio positiva a
002, 7i(t) serd a normal externa unitdria no ponto a(t).

Uma curva suave pode ser sempre parametrizada pelo comprimento
do arco pois
E = |a'(t)| = 0
dt '

Em particular, se f: U € B* — R for uma fungdo seccionalmente
continua e se a: [a,b] = U for uma curva suave, entio a integral de
f ao longo de o em relagao ao comprimento de arco sera

[ ras= f " fatt) e (e)| dt = [] " F(B(s)) ds

onde I é o comprimento de a e f: s € [0, L] = a(t(s)) € U é a repara-
metrizacio de a pelo comprimento de arco.

Teorema 1.2 (Teorema da Divergéncia). Seja @ € R? um dominio li-
mitado cuja fronteira 95 € uma unido finita de curvas suaves. Seja
F- 01 — B2 um campo vetorial de classe C! em 8. Entio

[v-mm;:f F.fids, (1.7)
0 it

onde 7i € a normal erterna unitdria.
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Demonstracao: Sejam aj,...,a, 8s curvas que compoem df}, onde
a;: t € [a;,b] = (x:(t), yil2) E R? dio uma orientagio positiva a 911,
i =1,...,n. Se () for simplesmente conexo (sem “buracos” ), 94 Erera'i

uma curva simples fechada seccionalmente C', logo retificivel e, por-
tanto, o teorema de Green é vilido em 2. Se @ nio for simplesmente
conexo, como J{0 serd composto por um nimero finito de curvas suaves,
€ terd um nimero finito de “buraces” e, portanto, usando curvas auxili-
ares (veja a Figura 34),  pode ser decomposto em um mimero finito de
dominios (e partes de suas fronteiras, o que nio altera a integral dupla)
que satisfazem as condigoes do Teorema 1.1, logo o teorema de Green
é vilido em . Logo, se F = (F, F3), fazendo P = —Fa e Q =8,
podemos aplicar o teorema de Green para obter

f V - Fdzdy = f{a,ﬂ;i —~ 8, P) dzdy = (Pdz + Qdy)
i1 1] an+

= Zﬂ: (Pdx + Qdy)

i=1 Yo
=3 [ alos@)eio) + FilaDuicol de

n

bl-
=y f (Fi(a(t)), Fales(t))) - (wi(e), 4(8))

i=1

_E F{m{:} ) - 7i(t) |ag(t)] dt

T L{n{]
=Ef F-':-i;-d.'szj Biids,
=10 o0

O

0 teorema da divergéncia é vilido em R". No caso n = 3, por exem-
plo, a “curva suave” deve ser substituida por uma “superficie suave”
(veja [APOSTOL, 1969] ou [IORIO & IORIO, 1988]).

2 As ldentidades de Green

Descreveremos nesta secao algumas férmulas, as chamadas identidades
de Green, que sdo muito tteis em EDP. Demonstraremos essas identi-

dades em R2.
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Teorema 2.1, Seja 02 € B* wn dominio onde vale o beovere do di-
vergéncia e sejam u,v € C4(0), Entio valerm as sequindes ddentidades:

f (vhu+ Vv Vu)dedy = [ ) rjj i, (2.1)
1] Jan dn
fﬁl:'l.rr.'.'}.u — ulv)dzdy = j;m (11 ;—T': — i S{) s, (2.2)

d o
onde P derivada direcional na diregan do normal unilirin ee-

terna .

Demeonstracao: Para demonstrar (2.1), seja F' = vVu. Entao I7 é um
campo vetorial de classe C' em {l e

V- F=%. (vVu)=Vv: Vu+vlu.

Aplicando entao o teorema da divergéncia, obtemos

f{vﬂu + Vv - Vu) dzdy = f V- Fdxdy
y] 1]

=f F-ﬁds=f U?'u-ﬁd.&Ef ﬂﬁdﬂ.
a0 a0 an  On

Para provar (2.2), basta usar (2.1): de fato,

/;{w.&fu, — ulv) dedy
y;

= -/:_[:E{yﬂ.u + Vu - Vu) drdy — ]_l:u.f'li_r + Vu - Vu) dedy
7]
g f dv
e 4 — dg — ©— ds.
fﬂﬂ dn a0 On
O

A férmula (2.1) é conhecida como a primetra identidade de Green,
enquanto que (2.2) é a segunda identidade de Green.

Corolério 2.2. Sejam (! € B? um dominie ende vale o teorema da di-
vergéncia e u € {Z‘E(ﬁ} tal que Au =0 em £}, Enldo valem as sequintes
identidades:

i
Vul? drd =f U — ds, (2.3
LI ul* drdy Fog )
3l
fﬂﬂaﬂ-

Scanned by CamScanner



256 As Identidades de Green Cap. 11

Demonstragio: Para provar (2.3) basta fazerr » = v em (2.1); quanto
& (2.4), basta fazer v =1 em (2.2). H

Coroldrio 2.3. Sejam {1 € B? um dominio onde vale o teorema da di-
vergéneia, f € C(60)) e g € C*(80). Entdo o problema

u € C3(T0),

Au= f em 1], (2.5)
u=g em {1

tem, no mdzimo, uma solucdo.

Demonstragio: Suponha que u e v sdo solugies de (2.5), e seja w =
u — v. Entfo w & solucgiio de

w € C3(1)
Aw =0 em £,
w =0 em 411

Como w = 0 em &1, de (2.3)
f_ |Vw|* dedy =0
]

e portanto, como w € C%(12), Vuwr = 0 em T, logo w é constante em {2
(pois £ & conexo) e w = 0 (pois w = 0 em 812), O

Observe que o Coroldrio 2.3 nos dié um resultade muito fraco: é
natural esperar unicidade para o problema

u € CHM N O,
Au= femf, (2.6)
u = h em 841,

onde f € C({l) e ¢ € C(8!) sdo dados. Mostraremos no préximo
capitulo que o problema (2.6) tem, de fato, no méxime, uma solucio.
Nosso proximo objetivo é provar um resultado extremamente im-
portante para a teoria do potencial, a chamada terceira identidade de
Grenn. Para simplificar a notacdo, vamos denotar os pontos em B2 por
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letras gregas miniisculas &, 7, etc. Em particular, se I/ C B2 for um
aberto limitado e se f: U — R for integrdvel em U, usaremos a notagio

IEGLS fﬁ £z, ) dady

Definigao 2.4. A solugiio fundamental de Au = 0 em E* é a fungdo
F:R?— {0} = R definida por

1
F(§)=5-In |}, £#0. (27)
Se n = 3, a solugdo fundamental de Au=0em R"® é a funcio F': E" —
{0} = R definida por
iy 1 - 2=n

onde wy, é a drea da esfera 5" = {£ € R": || =1}

Poderfamos ter definido também a solugio fundamental para
n = 1, 6 que nesse caso, em vez da equagio de Laplace, temos a

£ (3 2 u . -

equagio — = (: a solugio fundamental de e 0 em R é a fungio
F:R— {0} — R definida por

0 sef<0,
— 2.
F(g) {E e £ =0, (2:9)
A drea da esfera S™~' é dada por
22

onde I é a fungdo gama,
+oo
T(x) = f e~ ¥y= =1 dy, (2.11)
0

Em geral, a drea da esfera de raio R em B™ é dada por w, B*~1. (Veja,
por exemplo, & segao 11.31 de [APOSTOL, 1969].)

Calculando diretamente, é ficil ver que se F for a solugao fundamen-
tal de Au = 0 em R", entdo AF =0 em R" - {0}.

Seja F a solucao fundamental de Au = 0 em R?. Para cada £ € B2,
vamos denotar por ¢ a fungdo Fe(n) = F(£ — n} definida para n # £,
Com essa notacao, temos:
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Tenrema 2.5 (Terceira identidade de Green). Seja 2 € B? um dominio
limitado onde vale o teorema da divergéncia e seja u € C2(f). Entdo,
qualquer que seja £ € 1,

u(g) = fm (u %% - ?ﬁ FE) ds + fﬁ Fy(m) Au(n) dr. (2.12)

A primeira dificuldade na demonstracio é fazer sentido da segunda
integral na equagéo (2.12): como Fi(n) diverge quando n — £, temaos
que definir a integral sobre {2 como uma integral imprépria. Observe que
a outra integral em (2.12) ndo tem problema: se £ € e 5 € 31, entdo
é‘:f':ﬂ} estd bem definida e & uma funcio continuamente diferencigvel

e 1.

Lembramos que, quando £ € B" e r > 0, o fecho da bola B(&;r)

centrada em £ de raio r é a bola fechada centrada em £ de raio r,

B(ir)={neR": |¢—n| <r).

Lema 2.6. Sejam £ € R?, R > 0 e g: B(§;R) — R. Se g for limitada
e se Feg for integrdvel em relagdo ao comprimento de arco ao longo de
qualquer cireulo centrado em £ de raio r € (0, R), enfdo

lim f Fegds = 0.
onier) 219)

r—l+

Demonstracao: Seja M > 0 tal que
lg(n)| = M, ¥n e B( R).

Entao,se 0 <r < H,

Fegds = F(t —
fﬂﬂ{gw} L —— (€ —mg(n)ds(n)

_ﬁlnr
B ETT |E

gin)ds(n)

~nj=r

=

lln r|
fegds) < M f ds(n) = M
fﬁ.ﬂ[{;r] 21 Jie_pier (n) rllnr| =0

quando r — 01, =
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Lema 2.7. Sejam £ € R?, R >0 e g € C(B(£, R)). Entdo

, aF
= 2.14
lim_ o gds = g(€), (2.14)

onde By, denota, como de hdbito, a derivada direcional na diregdo da
normal unitdria externa 7.

Demonstragao: Se £ = (a,b) e 5 = (z, y), entdo:

Feln) = 5=l |6 —nl = o= In E—alF + G- B,
Bulieln) = zwl;_v;“

b
5yF£(ﬂ}=%|?y'_—ﬂTf'

Além disso, se y € 8B(L;r) parar € (0, R), [E—n|=re

) = g

logo

BF¢ .-
fﬂg,:f ) On o= L__ﬂ:‘_ VFe(n) - i(n)g(n)ds(n)
=ik =8 N

, ds
2 |E—m|=r I'-E X "TIF |E = ﬂi gl:ﬂ} {TT:I
1
. g(m)dsin),

que & o valor médio de g sobre o circulo de raio r. Queremos mostrar
entdo que o valor médio de g sobre o circulo de raio r centrado em £
tende ao valor de g no centro, g(£), quando r — 0%. De fato, como
g ¢ continua na regifo fechada e limitada B(£;r), g ¢ uniformemente
continua (Teorema 4.3 do Capitulo T), de modo que, dado £ = 0, existe
4 = 0 tal que

mn € B(E,R), In—n'| <= |gln) —g(n) <.
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Entdo, se 0 < r < 4,

OF
et (O
f&ﬂ{m 5, 9495 —g(€)

—

Y f (o(n) — 9(&))ds(m)
[E—ni=r

27T

1
i ylr lg(n) — g(&)| ds(n) < &,

0 que prova (2.14). O
Lema 2.8. Dado £ € 0, seja R > 0 tal que B(€; R) C 2. Para cada

r € (0, R), seja Oy = 0 — B(&;r). Entdo, qualquer gue seja g & c(m),
eriste o limite

Jim, 4 Fe(m)g(m)dn. (2.15)
Demonstragao: Seja
1) = [ Fnan)in (2.16)

E claro que a integral em (2.16) existe se 0 < r < R, pois F; g € C(T0,.).
Como g € C(£2) e 11 é fechado e limitado, g é limitada, logo existe M > 0
tal que

lgm < M, Vnel.
Sejam 0 < s <t < H: entao

M
1) -1 = | [ R <2 [ e
e ) = S-EEE—'QEJHIE nl| dn.

Para calcular esssa iltima integral, vamos introduzir um sistema
de coordenadas polares centrado em £ (veja a Figura 36): n = £+
(rcosf,rsen @), s<r <t 0<6<2%. Entio

t
i g —ni dn = [ arr
8<|E—m| <t & 0

Por outro lado, fiﬁ{rlﬂ r) =0, logo a fungdo rInr é limitada perto de

Zero, ou seja, existe N > 0 tal que

2 i
df|lnr| = 2x f rlin r|dr.

&

O<r<l1=0<r|lnr|<N.
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Dado &€ > 0, seja § = g/(MN): se {r,} € (0,R) for tal que rn —+ 0
quando n — 400, entdo existe ng € M tal que

ﬂ'rﬂl' :_;l ”{l ==’" |T" —TmI 'l:: d'

eixo paralelo ao
eixo dos x

Fig. 36: Sistema de coordenadas polares centrado em £.

= |I(rn) = I{rm)] € MN|ro —tm| <&
e, portanto, pelo critério de Cauchy, existe ﬁhlllm I{rn). Como I{ry)

tem limite qualquer que seja a sequéncia {rn} < (0, R) convergindo a
zero, existe o limite de J(r) quando r — 07 (veja [LIMA, 1989]). m|

Fig. 37: A orientacio positiva de 883 coincide com a orientagio
positiva de df1 e com & orientagio negativa de 9B(&; r),
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J4 sabemos entdo que sentido dar A segunda integral em (2.12):

[ rmsuna=tm [ Fmsuma. @)

Agora estamos prontos para demonstrar a terceira identidade de
Green:

Demonstragao do Teorema 2.5. Vamos fixar £ € {2 e escolher R > 0
tal que B(£; R) C £2. Como no Lema 2.8,5e 0 < r < R, , —00— B(£; 7).
Observe que 40, = 40} U @B(£;r) e que a orientaciio positiva de 90,
coincide com a orientagéo positiva de 0 e com a orientagio negativa
de 8B(£;r) (veja a Figura 37). Em outras palavras, se 7i for a normal
externa unitdria a 9} e se n for a normal externa unitdria a 3B(£; ),

entdo n = —fi em 8B(£;v). Usando o fato de que AFg(n) = 0 quando
n € 2, e aplicando a segunda identidade de Green com v = F¢ , obtemos:

'/; FEﬂudﬁ] =Jé {F{.ﬂ.u “HﬂF{}dﬂ
fir -

B du  OF:
—Lm(ﬁan‘“ﬁa)“

"-/. (F u_ OF\ (2.18)
= $on " dn 4
du E!FE)
= Fr — —u—=] ds.
-/-':;ﬂff:r'}( ‘on T A
ra T ik ~— EII- " " — au
Como {2 é fechado e limitado e Vu-n = — é continua em 01, — &
an on

limitada, logo, pelo Lema 2.6,

chu
li —ds=10.
f—li-jl:ll:l]+ BB(Er) FE it dy Y

Além disso, como u é continua em 2, pelo Lema 2.7

lim U ds=u
r=0+ Jap(er) O )

e, pelo Lema 2.8, como u € C%(00), existe o limite

Iimf Fg;ﬁ.udn=fF¢&udn.
5, o

r=si+
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O resultado segue fazendo o limite quando r — 0t em (2.18). O

As trés identidades de Green sfo vilidas em R®. A demonstragao
das duas primeiras & idéntica ao caso n = 2: basta usar o teorema da

divergéncia. A demonstragiio da terceira ¢ um pouco diferente, pois a

solugdo fundamental tem uma forma diferente para n = 3 (veja [IORIO
& TORIO, 1988]).

A terceira identidade de Green em B? é importante, do ponto de vista

fisico, na teoria do potencial, Para maiores detalhes, o leitor interessado
pode consultar [PURCELL, 1965].

3 Exercicios

Secao 1: Preliminares

1. Procure um livro de célculo ou andlise vetorial que contenha o te-
orema de Green e o teorema da divergéncia no plano (por exemplo,
[STEWART, 2005]) e faga os exercicios correspondentes.

2, Sejam 2 C R? aberto, u € ), £ €fle R > 0talque B(¢; R) C 11
Prove que
n A
[ suman=R [ 5 woaw,
BIE:H) 0

onde v(r, ) = w(£ + (rcost,r sen N),0<r<R0<8<2m

Secdo 2: As identidades de Green

1. Seja D = {(z,¥) € B2: 22 +y? < 1}. Use a primeira identidade de
Green para provar que o problema

E= gﬂ{ﬂ}ﬂﬂ‘(ﬁ}
— Av = Avem D,

”|ﬂﬂ =0

st tem solugiio nao trivial se A = 0.
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2. Sejam 0 C R? um dominio onde vale o teorema da divergéncia e
g € C1(d0). Considere o problema

u e C*(D),
Au =0 em (2,
% = g em 52,

(i) Use o Corolério 2.2 para provar que sd é possivel a existéncia de

solucio se gds =10,
a1

(ii} Mostre que, se existir solugio, ela nio serd tinica.

3. Seja 2 C BR? um dominio limitado cuja fronteira é uma unido finita
de curvas suaves. Prove que, se v for harmonica em (? e constante em
df1, entao v sera constante em ().
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Capitulo 12

Principios do Maximo e
Teoremas de Unicidade

Neste capitulo, usaremos os resultados do Capitulo 11 para provar teo-
remas de unicidade para alguns problemas resolvidos anteriormente. Na
primeira secao, demonstraremos um prinefpio do méximo para fungoes
harménicas, obtendo unicidade para os problemas resolvidos no Capitulo
8. Na segunda segio, provaremos um principio do méximo para o Operi-
dor L = a*8; — 8, , 0 que nos permitira obter unicidade para os proble-
mas resolvidos anteriormente envolvendo a equaciio de calor. Na terceira
e ultima segio, introduziremos as integrais de energia para a equacio de
onda e demonstraremos a unicidade para os problemas resolvidos no
Capitulo 5 usando essas integrais.

1 Principio do Mdximo para Fungbes Harménicas

Nesta secio, discutiremos algumas propriedades de funcdes harménicas,
inclusive o principio do maximo, que nos permitird estabelecer resul-
tados sobre unicidade de solugbes. B interessante observar que muitos
problemas associados a EDPs dos trés tipos (elipticas, parabélicas, hi-
perbdlicas) tém solugbes satisfazendo principios de méximo. Tais princi-
pios, em geral, permitem a obtencio de informagfes sobre solugées de
EDPs sem conhecimento explicito dessas solugoes. Uma boa referéncia
sobre principios do méximo em geral € o livro [PROTTER & WEIN-
BERGER, 1967].
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Teorema 1.1 (Teorema do Valor Médio). Seja 2 € R? um aberto e seja
u uma fungde harménica em 0. Entdo, quaisquer que sejam £ € ) e
R >0 com B(&; R) € Q,

1
= , 1.1
we) = 5 _— wds (1.1)

Demonstragao: Aplicando a terceira identidade de Green a B(£; R),
obtemos

OF: Bu
u-s=f (—f-—F)cH Fe(n)Auln) d
O= Joem O~ 0 ) 4o+ [ Remauioan
- %i_f g2,
[aﬂmmu o " Jopem SO0 "

pois Au = (. Como j4 calculamos anteriormente (veja a demonstracio
do Lema 2.7 do Capitulo 11}, se n € 3B(£; R),

1 1
F—lnlf—nl=—1
EWHIE | 2;“R

ﬁ[ Yt o
n VT E-n R
e, portanto,
1 In R e
uft) = —— wds — ——" 9Y e
©)= R IB(&:R) 27 Jomiemy n "

Como u é harménica em B(£; R), pelo Corolario 2.2 do Capftulo 11,

o
—ds=10,
fﬂﬂff;ﬂ] dn

O que prova o teorema. ]

Observagio. E interessante ressaltar que a reciproca do Teorema 1.1
¢ vilida: se f) C R? for aberto, se u € C2(Q) e se a férmula (1.1) for
vilida, entao u serd harménica em ). Este é um resultado notivel, pois
¢ possivel provar que toda funcio harménica é analitical
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Teorema 1.2 (Principio do Maximo para Funces Harmbnicas). Seja 02 C
2 um dominio e seja u: ! = R continua em §) e harménica em (.
Suponha que u ofinge seu mdrimo em (2, ou seja, suponha gue eriste

En € {1 tal que u(£) < u(ép) qualquer que seja £ € 1. Entdo u € constante
em (L.

Na demonstragio do Teorema 1.2, utilizaremos o seguinte fato: dado
S C R", seafuncio f: § — R for continua em 9, entdo a imagem inversa
_1{F} de qualquer fechado F C R serd fechada em 5. Note que, como
F"HR - F) = 8 — f~1{F), é equivalente mostrar que a imagem inversa
f~Y{A) de qualquer aberto 4 € B & aberta em S. Seja A C R aberto.
Qua'iquer que seja x € f~1(A), como f(r) € A e A é aberto, existe
£z > 0 tal que B(f(x);e:) = {y € B: |y — flz)| < &.} € A. Por outro
lado, como f é continua em z, existe d; = 8(x,e;) > 0 tal que

z €8, |2 —z| <= |f(a') - fz)| <e&x
= f(z') e B(flz)ie:) S A
=z e f7I(A)

Mas entao

F1(A) = U {ﬂ:]g.ﬁ'ﬂ( U EEI;E:])EJF_IEA]

e f-1{A) ef-1(A)

e f~1(A) é a intersecio de § com um aberto em R", ou seja, f~1(A) &
aberto em S,

Devemos observar que a reciproca ¢ verdadeira e, de fato, f: § =+ R
serd continua em S se e somente se a imagem inversa f~1(A) de qualquer
aberto A C R for aberta em 5 se e somente se a imagem inversa f—! (F)
de quﬂ.lquer fechado F C R For fechada em S§. A demﬂﬂstl'ﬂ.:;ﬂﬂ & bem
simples e fica a cargo do leitor.

Demonstragao do Teorema 1.2. Por hipétese, v é limitada superi-
ormente € atinge o maximo em {1, ou seja, existe £ € 1 tal que

u(éo) = M = max{u(f): £ € Q}. (1.2)

Seja § = {£ € : u(f) = M}. Entdo S # @ e S é fechado em 0 (pois
¢ a imagem inversa do fechado {M} pela fun¢io continua u|n}- Vamos
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mostrar que § é aberto em {0, ou seja, S & aberto. Sejam £ € & arbitrario
e R >0 tal que B(£; R) C . Como u é harménica em {1, pelo teorema
do valor médio

M = u(t) = 2 uds, ¥re(0,R) (1.3)

2rr Jan(er)

Vamos mostrar que B(£; R) € S: suponha, por absurdo, que B({; R) €
S; entao existe n € B(£; R) tal que n ¢ S, logo u(n) < M = u(£); pela
continuidade de u, existe wma vizinhanca V de n em B (&; R) tal que
u < M em V; fazendo entdo r = |€ — 5|, N = VN dB(£;r) e usando as

equagies (1.2) e (1.3), obtemos

Fig. 38: Se u(n) < M = u(£), existe uma vizinhanga V de 5 onde

uw< M.
1 1
M=— uds+— | uds

27 JaB(eir)-N 2mr Iy

M 1

s ds + — [ uds

2T Jop(er)—N 2rr I

M M
Ny -
2nr Jap(er)-N 2rr Iy

uma contradigao. Portanto, B(£; R) C Se § éaberto. Como Q) & CONexo,
5 # @ e S ¢ aberto e‘ffchadu em £}, S = {1 e u é constante em () logo
por contimiidade, em {3, | lj
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E claro que vale também o principio do minimoe: basta aplicar o
principio do méximo para —u. Note que esses principios dizem, de fato,
que o mdximo e o minimo de uma funcio real harménica em {1 sdo
atingidos em 91}, desde que §2 seja um dominio limitado (pois nesse caso
u é limitada e atinge um maximo e um minimo). Note que, no teorcma,
néo pedimos que o dominio () seja limitado: no caso de dominio nio
limitado, a funcio pode nio ter um méximo; o que o Teorema 1.2 diz é
que, se a funcio atingir um méximo, ele serd atingido em algum ponto
da fronteira 982

0 Teorema 1.2 pade ser melhorado: de fato, é possivel provar que, se
u for harménica em um dominio £ e tiver um mdrimo local em {1, entao
u seré constante em §2. (Esse resultado é conhecido como principio forte
do mdzimo para funcdes harmonicas.)

Corolédrio 1.3. Seja 2 C B? um dominie limitado e sejam f € C(f),
g € C(80). Entdo existe no mdzimo uma solugao do probiema

w € CHNC(T),
Auv=f em ], (1.4)
1'!'|.Elﬂ =g, em Jfd

Demonstracio: Sejam u, v solugdes de (14) e w = » — v: entéo
w € C%(0) N () é harmonica em {2, logo atinge seu maximo e seu
minimo em 992 cumuw[aﬂgﬂ,wzﬂeuzv. O

Observe que o Coroldrio 1.3 mostra, em particular, que as solugdes
dos problemas (1.2) e (2.1) do Capitulo 8 sdo fnicas. O corolrio, no
entanto, nao pode ser usado para provar a unicidade do problema de Di-
richlet no semi-plano superior, pois, nesse caso, 0 dominio nao ¢ limitado;
a unicidade para esse problema pode ser provada usando o principio do

maximo forte.

2  Principio do Maximo para a Equacao de Calor

Nesta segdo, provaremos a unicidade dos problemas envolvendo a equagéo
de calor a uma dimensdo espacial, que resolvemnos no Capitulo 9, usando
um principio do maximo. Lembramos ao leitor que ja provamos a unici-
dade do Problema 1.1 do Capitulo 9 por outro método, usando a integral
de energia (veja o Teorema 1.2 do Capitulo 9).
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Vamos denotar por L o operador a?dZ — 8§,
Lu= o*82u - B, (2.1)
onde @ > 0 é constante.

Lema 2.1. Sejam 2 © B2 gberto e u € C*() tal que Lu > 0 em .
Entdo u ndo tem mdzimo local em 2.

Demonstragao: Suponha, por absurdo, que u atinge um méaximo local
em (zp,t0) € Q: entdo Vu(zg,ty) = 0, de modo que, em particular,
deu(zo, tp) = 0; além disso, como a funcdo = — w(z, tg) tem um maximo
local em zq, 82u(zy,te) < 0; portanto, Lu(xg, to) = o?&2u(zo,ty) -
Syu(zg, tg) < 0, uma contradicio, O

Duas consequéncias imediatas sio:

Coroldrio 2.2. Se Q2 C B? for um dominio limitado, u € C?(0) N C(1)
e Lu > 0 em Q, entio u atingird seu mdzimo em &0,

Corolario 2.3. Se 2 C R? for aberto e v € C2(0) for tal que Lv < () em
£, entdo v ndo terd minimo local em ().

Demonstracio: Aplique o Lema 2.1 para u = —y. ]

Teorema 2.4 (Principio do Maximo para o Operador L). Sejam 01 =
(a,b) % (0,T), I'1 = {(a,t): 0 < ¢t < th, 'y = {(z,0):a < z < b},
M3 ={(lt):0<t<T}lely= (z.T):a < z < b} Suponha que
u: = R € de classe C% em QUTy, continua em 11 e satisfaz Lu > (
em {1 UT'y. Entdo o mdzimo de w em Q2 ocorre em Ty UT, U Ty .

'Y
Tl Iy
h Q I
a T b x

Fig. 39: Q é o interior de um retangulo com bordo
M=T Ul UNUlyeune GE[HUTg}ﬂGI[ﬁ] satisfaz Ly > 0 em
UTy.

Scanned by CamScanner



Secdo 2 Principio do Méaximo para a Equagio de Calor 271

Demonstragao: Seja m = max{u(z, t): (x,t) € I';UlauUl's} e suponha,
por absurdo, que o méximo de u em £) nio ocorre em I'y U’ UT's: entdo,
se M = max{u(z,t): (x,t) € 0}, M > m e existe (zq,lp) € NUTy tal
que u(xg, to) = M. Vamos definir
M-m 9
'WE:E} = WEJ{: o It!u] , T E lﬂ,b],
v(z, t) = ulz,t) + wiz), (z,t) €I

Como w € C2([a,b]) e u € C(A) NCHAUTY), v e C@)NCHAUTY).
Além disso,

M-m
(b—a)?
de modo que, pelo Lema 2.1, o méximo de v em 12 é atingido em 912 =
MU U3 UTy. Por outro lado, se (z,f) e I Ul U,

M-m M+m
x - &

e, portante, o méximo de v em {1 é atingido em ['y. Seja (2,7) € Iy

tal que v(%, T) = max{v{z,t): (z,t) € }. Como a funcio = € [a,b] —

v(z,T) tem um méximo em T € (a,b), Bv(E,T)<0eLv>0em Ty,

w(E,T) < o®u(E, T) < 0; (2.2)

L'I..I=LH-I-LT.L?EL1H=&2 >0em QUL -4,

v(z,t) = ulz,t) + w(z) Sm+

< M = w(zp, o)

mas a fungdo t € [0,T] — v(%,t) é nac decrescente para ¢ proximo de
T (j& que possul um mdximo em t = T), logo, &w(Z,T) = 0, o que
contradiz (2.2). O

Coroldrio 2.5. Sejam {1, 'y, [y T3 ¢ Ty como ne Teorema 2.4 e seja
U e 'C—'E(ﬂ L) N G’I:ﬁ] Se Lu <0 em QUTy, 0 minimo de u ocorrerd
em [y U2 UTy. Em particular, se Lu =0 em QU , o mdzimo ¢ o
minimo de u em 11 serdo atingidos em Ty Ul UT;.

Teorema 2.6. Dados f € C(la,b]), A, B € C([0, +50)) e g € C{{a,b) =
(0,+00)), existe no mdzimo uma solugdo para o problema
we C%(a,b) x (0,4+00)) N C(la,b] = [0, +0c)),
B = a*82u + g em (a, b) x (0, +00),
u(z,0) = f(z), = € [a,b],
u(a, t) = A(t), u(b,t) = B{t), t = 0.

(2.3)
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Demonstracio: Suponha que u ¢ v sio solugdes de (2.3) e seja w =
u — v, Entdo w ¢ solugdo de

w € C2((a,b) x (0,4+00)) NC([a,b] x [0, +c0)),

Lw =0 em (a,b) x {0, +00),

w(z,0) = 0 = w(a,t) = w(b,t), = €[a,b], t =0
Seja T > 0: pelo Coroldrio 2.5, 0 méximo ¢ o minimo de w em [a, b] x
[0, T] sdo atingidos em ({a} x [0,7]) U ([a,b] x {0}) U ({b} = [0,T]), onde
w =0, logo w =0 em [a,b] x [0,T). Como T > 0 ¢ arbitrario, w = U em
fa, B = [0, +0), ou seja, u=1. O

Teorema 2.7. Sejam g € C(R x (0, +00)) ¢ f € C(R) himitada. Entdao

eriste no mdrimo wma solucao do problema
u € C*R x (0, +00)) N C(R x [0, +0a)) limitada,
A= a’Pu+g em R x (0, +00), (2.4)
u(z,0) = f(z), z e R.

Demonstracio: Suponha que u) e uy sdo solugbes de (2.4) e seja w =
1y = wp . Entio w € solucio de
w € C3R % (0, 4+00)) NC(R % [0,+00)) limitada,
Lw=0emR x (0, +o0),
w(z,0) =0, z€R.

Seja M > 0 tal que Jw(z,t)| < M qualquer que seja (z,t) € Rx [0, +00).
Sejam T >0, a > 0 ¢ v: B x [0,+00) — R definida por

M M a®

v(x, t) = wiz,t) — o t.

il

Sejam {} = I:—ﬂ..:'I:,'I x (0,T}), T1 = {—a} % [0,T], 'z = [—a,4q] H__{_D]H
I'y={a} x [0,7] e ['4 = (—a,a) x {T'}: entao v € CHOULY NG e

2 Mo’ " oMo

. p =0emQUD,,

Lu=L—

logo, pelo Coroldrio 2.5, o mdximo e o minimo de v em 1 siio atingidos
em Ul Uy, Mas, em I'T U g,
M , 2Ma? 2Ma®

u[m,t]ﬂﬁf—ﬂ—zﬂ— 3 t<— =

t<0
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EEmPg
M, -M ,
vz, 0) = )= —=a° = ——z* <)
(2,0) = w(z,0) — 22 = —ro? <
Entio v <0em 0l e
M 2M o
w{¢.ﬂ£~;@$2+ {:2& tselr|<a, 0St<T, (2.5)

Como T > 0 e a > 0 sdo arbitrarios, tomando o limite quando a — 400
em (2.5}, obtemos que w < 0 em B x [0, +00).
Procedemos de maneira anloga para provar que w = (: definindo

= M 2M e
vz, t) = —wlx,t) - o z® — ﬂ:&

1

obtemos LT = 0 em 2 U Ty e, aplicando o Coroldrio 2.5, ¥ < 0 em ﬁ,
logo

M , 2Ma?
e < < &< T ;
wiz,t) = o + = tee|z|<a, 05t<T; (2.6)

fazendo a — +oo m (2.6), w > 0 em R x [0, 4+o0). Portanto w=0. 0O

I interessante observar que o principio do maximo que provamos
para o operador I = o®82— 5, vale em B" para o operador L = a®?A—8; .
Para maiores detalhes veja [PROTTER & WEINBERGER, 1967].

3 Integrais de Energia

A demonstragio de unicidade para o problema de Cauchy com a equacéo
de onda a uma dimensio espacial pode ser feita de varias maneiras:
através da mudanga de varidvel £ = x +ct, 1 =z — ¢t (como j4 fizemos
no Capitulo 5), através do principio do méximo (veja [PROTTER &
WEINBERGER, 1967]) ou através de integrais de energia. O primeiro
método ndo funciona para dimensao n > 1. Vamos entdo provar a
unicidade usando integrais de energia, que & um método que funciona
em geral.
Vamos considerar a equaciio de onda a uma dimensio espacial

Uy = J:2"-'[:155111 I:I:,fi:l = R:' {E'lj

Como vimos anteriormente, o problema bésico associado & equagio (3.1)
& o problema de valor inicial ou problema de Cauchy, ou seja, encontrar
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uma solugao u = u(z,t) que satisfaga as condicoes iniciais

u(z,0) = f(z), z € R,

(3.2)
ue(z,0) = g(z), z € R,

onde f e g sio fungies dadas.

Note que basta resolver o problema (3.1), (3.2) para t > 0: de fato,
0 problema para ¢ < 0 pode ser reduzido ao anterior (' > 0) através da
mudanga de varidvel ¢’ = —t (a equacio de onda ¢ invariante sob essa
mudanga de varidvel — o que ndo acontece com a equagao do calor!).
Daqui para frente vamos nos preocupar apenas com a solugao de (3.1),
(3.2) para t > 0.

Dado um intervalo I TR, T > 0 e u(-, T) € C*(I), a integral
E{u; I,T) = Elf[u.f{z,i"} + Ful(z, T)] dz (3.3)
I

€ chamada de energia de u contida em I no instante t = T' (veja [MAIN,
1984]; essa é, de fato, a energia no caso de densidade 1). (Para simplificar
a notacio, escrevemos simplesmente u2 ao invés de (u.)%.) Note que a
energia é sempre maior ou igual a zero.

J4 vimos que as curvas caracteristicas para a equaciio de onda (3.1)
sap as retas ¥ & cf = cte, Observe que as duas retas caracteristicas
passando pelo ponto (zq, £g) podem ser colocadas em uma tinica equacio

(z —zp)® — Pt — 1) = 0. (3.4)

Teorema 3.1. Sejam (zg,tg) € Rx(0,400), @ = {(z,t) € B2: (z—20)2—
(t—to)? <0}, 0< T < ty, Iy = [wg— cto, To +cto] = 2 {(z,0) € R?}
elr=[zg —elto — T), 20 + ety — T)]=0n{(z,T) € R2}. Suponha que
v € C*(T2) satisfoz a equacdo de onda (3.1) em ). Entdo

E(u; Ir,T) < E(u; Ip, 0). (3.5)
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‘4 x+et=x,tet,

7% VPP, . e x-ct=Xxq-Cly

 f RS :
ﬂ'l-.,’r )
/,/_QT \ v "

i ——

xu{ci,, v xotet,

Fig. 40: (1 é a regiao aberta limitada pelas retas t = 0, t = T e pelas
caracteristicas passando por (zg, to).

A demonstracao do Teorema 3.1 é baseada na identidade diferencial
Dug (et — Ugz) = (U + Ful); — 26 (ugtig)z . (3.6)
Para mostrar (3.6) para uma fungio u de classe C%, basta notar que

Duprigy = (uf )i
2P ustizr = 262 (e ) — 2P Uity = 26 (wpu — )z — F(ul)s .

Demonstragio do Teorema 3.1. Seja fir = {(z, ) €8: 0 <t < T},
Observe que o teorema da divergéncia € vélido em Qr (veja a Figura
40). Como u é solugdo da equagdo de onda em {1, o lado esquerdo de
(3.6) & zero em Qr, logo, por continuidade em {}r; por outro lado, se

F: Tl; = R? for definida por
F(x,ﬂ = {—'Eczutﬂg ,‘{LE + Cgﬂf.}, {ET:I'

entio F serd de classe O em Q1 e o lado direito de (3.6) serd a divergéncia
de F. Integ'rﬂndﬂ (Bq-ﬁ} sobre ﬁT, usando que u i Eﬂ]u'gﬁﬂ de {31} em {1}

e o teorema da divergéncia, obtemos:

,]:ﬁ -;,-.de=f F.fids. (3.8)
1 Hlr
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Observe que 37 M {t =0} = Iy e 8y N {t = T} = Ir. Da Figura 40
é facil ver que

f F-fids= —f [ (zq—ctg+s,0) + c*ul(xp—cto+s,0)] ds
a5 t=0} 0

Zo+cin

== [ "l e0) + a0 da
T —cig

= —2F(u; Iy, 0)

2e(ta—T")
S Feds= [ e+t~ T)— 0, T)+
B t=T"} ]

+ A (zp + clty — T) — s, T)]ds
fmn+f.‘{t[:—'1":l

[u2(z, T) + c*u(z, T)] dz
zo—clta—T)

= 2E(w; IT,T),
de modo que podemos reescrever a Equacio (3.8) na forma

2E(u; Iy, 0) = 2E(u; I7, T) =
(3.9)

f F*Eds—i—f Finds,
S yn{z+et=xp+ctn} My{z—ct=zg—ctg}

e basta provar que o lado direito de (3.9) é sempre maior ou igual a zero.
Em 807 N {z + ct = zo + clo},

1 1
= l,c)=F-fi= — 2ty £ -
e v L e
e 2
= U — Cluz )" = 0,
ira )
analogamente, em @y N {x — ct = x5 — cta},
a 1 o ! 2 2, .32
i
= +cug)® >0
Jiga et o) 20,
portanto as integrais em (3.9) sio sempre maiores ou iguais a zero, o
que prova o teorema. |

Scanned by CamScanner



Secdo 3 Integrais de Energia 277

O Teorema 3.1 nos permite obter a unicidade de solucio para o
problema (3.1), (3.2). De fato, vale um resultado mais geral:

Teorema 3.2. Dadas f € CX(R), g € C(R) e h € C(R?), existe no
mdrimo uma solugdo para o problema

u e E"E{REJT

ey = CETJ!:::*‘ hiz,1}, [.I,E] € RE’ (3.10)
u(z,0) = f(z), = € R,

wlz,0) = glz), = € R.

Demonstragio: Suponha que u e v sio solugdes de (3.10) e seja w =
u — 1. Entdo w satisfaz

we R,
Uy = r_'zwﬂ em EEE,

wiz,0) =0, w(x,0) =0, z e R

Pelo Teorema 3.1, quaisquer que sejam (o, fg) E B = {0, +0c) e 0 = T =
tn,
0 < E{w; In,T) < Blw; Iy, 0) =0

(notagdo como no enunciado do Teorema 3.1) e, fazendo t =5 — T,

et
fm wal:z,t} + cguﬁ{:, t)dz =0, Yzp e R, Vi >0
Ta=ct
como o integrando é uma fungio continua e maior on igual a zero, segue
que
wylz, ) = 0=wglz,t), ¥(z,t)€R x(0,4+00),

logo w é constante em B x (0, +00) e, por continuidade, em R x [0, +o0),
o que significa que w = 0 em R x [0, +00) (pois w(z,0) =0). O mesmo
argumento funciona, no caso de T' < 0, trocando ¢ por —t, logo w = 0
em R, »

No caso do problema da corda finita, a energia é constante, como
mostra o proximo teorema.

Teorema 3.3. Suponha que u € C*([a, 8] x (0, +00))NC([a, b] % [0, +00))
satisfaz a equagdo de onda (3.1} em (a,b) % (0, +00) e o condigdo

u(a,t) = u(b,t) =0, Ve > 0. (3.11)
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Entdo a energia de u no intervalo [a, b] é constante, ou seja, E(t) = E(0)
qualquer que seja t = 0, onde

E(t) = % f b[uf{:c.t} + cful(z, t)] de.

Demonstragao: Pelo Teorema 1.4 do Capitulo 8, E(t) é continuamente
diferencidvel em [0, +cc) e

1

]
Edl:t} = Ef {uf +¢E1‘.ILE:I¢ dz.

Usando (3.6), obtemos, qualquer que seja & > 0,
b
0= f wp(ttge — € thps) d
o

1] b
= % /ﬂ (uf + c*ul)e dz — czfn (wetiz )z dz
= E'(t) — ue(b, thuz(b, 1) — us(a, t)uz(a, t)].
Como u € C[a,b] x [0,+00)) satisfaz (3.11),
ug(a, t) = 0 = u (b, ),

logo E'(t) = 0 qualquer que seja £ > 0 e E(t) é constante em [0, 400).
L]

Teorema 3.4. Dadas ATB € G‘E{[{}, +|::-:}]|}ﬂl:-'ll[:[ﬂ’—|--:g}L f = GI{{EH b]}j
g € Clla,b]) e h € C([a,b] x (0,+c0)), eziste no mdzimo uma solucdo
il

’ u € C2([a,b] (0, +00)) N C1([a, b] x [0, +00)),

Uy = Cge + h(z, 1), = € (a, b), >0,
U{E{:*U] i f{ﬂ::h ug(z,0) IQEI:I? T E [ﬂ,b],
u(a,t) = A(t), u(b,t) = B(t), t = 0.

(3.12)

Demonstragao: Suponha que u e v sio solugbes de (3.12) e seja w =
u — v. Entao w satisfaz as condicoes do Teorema 3.3 com

w(z,0) = 0 = wy(z,0),
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logo
b
E(t) = B(0) = f (e, 0) + Pul(z, 0)] dz
€, portanto,

we(z,t) = 0 = wy(x,t), ¥z € [a,b], Vi =0,
logo w é constante e, de fato, w = 0 em [a, b} x [0, +00). O

E interessante comparar o teorema acima com a unicidade do pro-
blema (4.1) do Capitulo 5: no Coroldrie 4.3 do Capitulo 5, obtivemos a
unicidade de um problema semelhante a (3.12), com h =0 = A = B,
@ =0eb=I[, mas no espaco V das funcdes u € C%((0,1) x (0, +oa)) N
G[ﬂ:.i] * I‘D. +0o0)) que tém derivada normal ao longo da reta £ = 0, ou
seja, para as quais existe o limite

uw(z, h) — u(zx,0)
h
Estamos exigindo um pouco mais de diferenciabilidade no Teorema 3.4

Os resultados desta segio sdo vilidos em n dimensfes espaciais e as
demonstracbes sao andlogas; a equacédo (3.6), por exemplo, fica

(e, 0) = .re]iIE+

Dty (e — " Au) = uf+c2{uf,1 +- - '+“E=.1]' wﬂﬁ{{utum Yoy - - H{uine, e, |

e a demonstragio do teorema equivalente ao Teorema 3.1 ¢ inteiramente
andloga.

4 Exercicios

Secdo 1: Principio do Méaximo para Funcoes Harménicas

1. Seja € R? um dominio. Dizemos que u: 2 — R é subharmdnica
(respectivamente, superharménica) em @ se u € C*((}) e Au > 0 (res-
pectivamente, Au < 0) em {1. Sejam £ € {le R > 0 tal que B(£; R) C 0.

(i) Prove que, se u for subharmdnica em (), entéio

{Eugﬂstﬁm use o Exercicio 6 da primeira segiao do Capitulo 11.)
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(if) (Principio do méximo para funcdes subharménicas). Suponha que
u @ subharmdniea em 0 e que atinge seu médximo M em £. Mostre
que = M em .

(iii) Enuncie e demonstre resultados andlogos a (i) e (ii) para fungbes
superharmonicas.

(iv) Suponha que @ é limitado e sejam w,v: ©§ — R continuas com v
harménica em @, u subharménica em {1 e u = v em 8). Prove
que 1 < v em £). O que acontece se u for superharménica em vez
de subharménica?

2. Seja Q= {{z,y) € B*: 2 4+ 3* < 1}. Prove que a tinica solugio do
problema

u € C3(0) N (1),
Au=u* em 2,

u =0 em o242,
é u =0. (Sugestdo: use o8 resultados do Exercicio 1.)
3. Suponha que u: 2 = R é solucio do problema

u € CHQ)NC@),
Hu = =1 em {1,
u = () em 911,

onde ¥ = {(z,y): |z| < 1,|y| < 1}. Encontre cotas inferior e superior
para u(0,0). (Sugestao: considere v = u + (1/4)(z® + 3*).)

4. Seja u harmonica em B — {0} e suponha que u(€) = g(|¢|) para todo
£ € R?, onde g: (0,400) — R. Mostre que existem constantes A, B tais
que u(€) = A In |£] + B,

5. Para o caso em que 2 = B(£y; R) ¢ uma bola aberta em B?, vale um

teorema do valor médio um pouco mais forte: prove que, neste Caso, se
u for harmonica em () e continua em 1} entio

u(ép) = ﬁ,ﬁ fm uds,
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6. Seja D o disco aberto de raio R e centro () e suponha que u é uma

funcao real harménica em D e continua em D. Seja K = 2 u® drdy.
Mostre que
1 (K
B il
W@ < 5/

e, mais geralmente, qualquer que seja P € D),

1 K

—a m

-

u(P)| < 3

onde r & a distincia entre P e Q. (Sugestio: considere a integral

/[ - w(@Pdsay)

7. Mostre, calculando diretamente, que a fungio u(z,y) = (1 — z? —
y2) /(1 —2z+2*+3*) é harmébnica no disco unitdrio centrado na origem.
Como o numerador se anula em todos os pontos do circulo z° + 3% = 1,
os principios de médximo e de minimo deveriam implicar em u = 0.
Encontre o erro neste argumento.

8. Sejam 1 C K2 aberto € a,b,¢ € C(2) com ¢ < 0 em . Mostre que,
se u € O2() satisfizer Au+ a(z, y)uz + bz, y)uy +c(z,y) = 0, entdo u
nio terd mdximo local em (1.

9. (Este exercicio completa o Exercicio 6 da primeira segao do Capitu-
lo 9.) Seja D = {{z,y) € R%2? + y* < 1}. Prove que o problema

v € C*DYyNC(D),
Ay =—Avem D,
'”|aﬂ = 0,

s6 tem solugio ndo trivial se A > 0.
Secao 2: Principio do Mdiximo para a Equacao do Calor
1. Enuncie e prove um teorema anilogo ao Teorema 2.4 para o operador

L= ﬂgﬂ — o, onde & > 0 é constantee A€o ]a.pla.cimm nas 2 variaveis
espaciais (z,v).
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2. Mostre que o Lema 2.1 é vilide para o operador Lu = a(z,t)Uer +
b, thus + c(z,t)u; se a > 0 em 0.

3. Considere o operador Lu = Tz, — u; .

(i) Mostre que u(z,t) = —(z% + 2xt) satisfaz Lu = 0.

(i) Estude os méximos e minimos de u nas regides {2; = [—1,1]

[0,1/2], Tz = [-1/2,1/2] x [0,1/2], Ts = [-2,2] x [0,1/2] e Ty
la, b] x [0,T), onde a > 0.

Il x
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Sugestoes e Respostas

Cada uma das doze secies a seguir tem o mesmo titulo de um dos doze
capitulos anteriores e contém solucies para exercicios propostos naquele
capitulo. Em cada uma delas, a notagio p.q significa o g-ésimo exercicio
da secao p do capitulo correspondente,

1 Definicdes Basicas

1.1. ()3 ()3 () l; Gv)2: (v) 1.
1.2. (i) ndo linear; (jii) linear ndo homogénea; (iii) nio linear; (iv) nio linear; (v)
nao linear; (vi} linear homogénea.

- Rﬂ_ - ‘s un . u a
1.3. 1(i) g—yg ;:I 1{ii) wD? Dyu; 1{iii) weue; 1(iv) 82u; 1{v) Eﬂi (1) — Bu. 9(i) Dyu® +
Dau; 2(ii) =° Jﬂ;r s 2(iii) (e )® +ues 2(iv) tize — wee; 2(v) %‘-} » 2(vi) 22 Diu+y* Diu.
1.4. 1(), 1(iv), 2(ii), 2(iv), 2(v) e 2(vi).
2.1 Se a,be R, entdo

E;i{au+bu}+ml:au+hvj = (% -|—:|:u) +ﬁ(% +I“1J) = 1)
e, portanto, au+ bv serd solugio da equagio E—’; + ru sempre que u e v forem solugdes.
3.1 O problema é de Cauchy e a condigao u(t*,#*) =* + 1, t € R, é uma condigio
imicial.
3.2, [Esse é um problema de contorno: queremos resolver a equacio no interior
do circulo centrado na origem de raio 2 conhecendo a fungio na circunferéncia. A
condicio u(2 sen ¢, 2cost) = ¢ sen ¢, ¢t € [0, 2], é uma condigiio de contorno.
3.3. As condiches u(z,0) = f(z) e u(z, 0) = g(zx) sdo condigdes iniciais e o problema
¢ de Cauchy.
3.4. A condicio u(2 sen t,3cost) = (2w —t), t € [0, 2n], é de contorno, logo temos
um problema de contorno.
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3.5. Este problema pode ser considerado tanto como um problema misto (e, nesse
caso, 85 condigoes u(0,t) = aft) e u(l,t) = B(t) sio de contorno, engquanto que
u(z,0) = v(x) & uma condicio inicial) ou como um problema de contorno na regia
ilimitada [0, 1] % [0, +oc) (e, nesse caso, todas as condiges sio de contorno). Observe
que, para que haja solugho, as fungdes dadas o, 9, v tEm que satisfazer as condigoes
de compatibilidade a(0) = +(0), 8(0) = ~(1).

2 Equacbes de Primeira Ordem: O Caso Linear

1.1. (i) uiz,y) = = + T +:|;jy +1_.l:"|n"3 — ot - .I:B,-‘rﬂ-, (z,9) € Rzi (i1} ‘“-{-'L'r?.'-'.} =
2z — reos{yfz), x>0, v R

1.2. (i) n&o tem solugdo; (i) ulz, y) = ze¥+ f(z), onde f € C'(R) é tal que f(z) =0,
Ve > 0; (ifi) u(z, y) = 2y +y° —ye® +1; (iv) u(z,y) = 2°y + f{y), onde f € C'(R)
¢ tal que fly)=1—19° ¥y = 0; (v) nfo tem solugdo.

1.3. Suponha que u € C'(R) é sclugho: entfio qualquer que seja (70,30} € B,
integrando a equagio diferencial ao longo do segmento de reta horizontal que vai do
ponto (p{ie), o) ao ponto (ze, Yo}, obtemos

#(z0, 90) = (plyn), 30) = ;:n el 30)d = fﬂ ;]hiﬂ.yu}dz:

portanto, usando a condigiio inicial e o fato de que {zo, yo) ¢ arbitrdrio,
wen) =S+ [ hey)d @) R *
W

Reciprocamente, se f,p € C'{R} e h € CY{R?), u dada por (*) estd em C'(R?)
e # solucio do problema dado. Logo a solugiio do problema é dnica e dada pela
fdrmula (*).

2.1. Em cada um dos itens abaixo, ¢ & uma constante arbitrdria: (i) retas 3y+4z =
e; (iii) retas y + 3¢ = ¢ (v) hipérboles y = E_; (vii) hipérboles y = ¢/z; (ix)
V= asen T+ G

2.2, As respostas abaixo foram obtidas integrando a equagio ao longo das curvas
caracterfsticas: (i) w(z,y) = =*/9, (z,1) € BY; (i) w(z,y) = —cosz + cos({3z +
¥)/4) — (sen y)/3 + (sen {(3z + y)/4))/3 + p((3z + y)/4), (z.y) € R¥; (v} ufa, ) =
1+ 2 -2/ 2lay—=+3) 2> 0,3 > 2z + 1); (vii) ulz,y) = 2 +z 4+
oy In((z + 1)/y), = > 0, y > 0; (ix) wiz,y) = [In{sen(a + ¥ — @ sen z))]/a — 1 —
aeosz-+sen T+ (y—asenz)r—=m/2),asnT—a <y <asenz —a-+mT.

2.3. (i) Note, em primeiro lugar, que a curva inicial am g.‘;‘-ﬁl () = (t,1,1),
t € R, é uma curva regular para a EDP, pois os vetores (a'(t), p'(t)) = (1,0) e
(a(T'(£)), B(T'(t))) = (¢, —1) nunca sio paralelos. Vamos entfio resolver o sistema

Ea(3,8) = =, {0, 1) =1,
II’I{51!::| == iul'{ul 't} m ],
vals, t) =17, w0, ) =1.
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Como esse sistema & desacoplado, resolvemos separadamente cada equacio obtendo
x = &', i =T = -|[.a.- - ‘1}_'. Invertondo a mudanga de varidvel, § = xzy,
g==In y e, portanto, u{z, ) =(1+ Iny) ', y>1/e,z R,

{iii) A resolugio ¢ andloga a de (i): a curva inicial T'{t) = (£,0,£), t € R, é regular ¢
recaimos no sistema

Ty = 2!||':I :l.‘-l:_{',t}l =t
ys =1, w0, #} =0,
Ty = ETFTE: E{D& t:' = t'

O sistema é avoplado, mas podemos resolver primeiro para y, depois para e final-
mente para v, obtendo & = & +t, y =8, v = =24/ {a*t + 25°t* - 2). Logot =z —y",
s =y eulz,y) = -2z —y*)/y'(z - ") + 27 (z - y*)* - 7. ;
(v) Novamente, a curva T(¢) = (¢, —t, 2¢), t > 0, & regular, pois ('(t), o' (1)) = (1, - 1]
e (a(T(t)), bT{t))) = (2t,2t) nunca sdo paralelos se ¢ > 0. Precisamos resolver o
sistema

z, = v, 2(0,t) =t,

!J'a =, Ilr{,ﬂl-t'} = _!'1

vs = —x —y, v(l,t) =21

Esse sistema nido ¢ tio simples como os anteriores, mas note que v, = —[(T+y) = Uy =
-1, — yfs = —2u, Obtemos, entdo, v(s, t) = A(t)cos{v2a) + B(t)sen(+/2s), z(s,t) =
(VE/2) Alt)sen(v3s) — (v2/2) B(t) cos(v/2s) +C(t), y(s, 1) = (vV2/2) A(t)sen(+/Zs) —
(v/2/2)B(t) coa(+/2s) — C(t), onde A(t) = 2t, B(t) = 0, C(t) = ¢. Resolvendo para ¢
0, i = (z—y)f% v sen(v/3s) = (z+1)/(x - y) o ult,y) = /(& — 6y I %)% a
solugio ¢ vilida na regifio aberta {3 limitada pelas semi-retas y = (3 — 22)z, 2 = 0
ey = (3+2v2)r, x <0, e que contém a curva plana inicial v(t) = (t,—t), t > 0.
(vii) [{t) = (a,acost,a sen t), t € &, & regular, pois os vetores (o’, ") = (0, —a sen t)
e (a(D{t)), {T{t))) = (a® + o cos” 2,20 cost) nunca sfo paralelos se 0 < t < 7.
Precisamos entdo resolver o sistema

Ty = -'Fﬂ +'F15 I{ﬂ'-.t:l = il
¥s = 2ZY, ytﬂz-t} = acost,
vy = zv, v(0,t) =asent

Somando e subtraindo as duas primeiras equagbes, podemos resolver primeiro para
r+yer—y Asolugio é dada por u(z,y) = V# —3° na regifio £ = {(1,3) €
B r > 0,—z < y <z} (O sinal de u foi determinado pela condigio inicial, pois
asen t > 0set € (0 'ﬂ'ji a regifio § & o maior subconjunto aberto conexo de lz| = Eyl
~ que & onde a fungio u estd definida — que contém a curva plana inicial.)

3.1 Em cada um dos itens abaixo, f ¢ uma fungio arbitrdria de classe . (i)
() = 2Py () () ule, ) = 2°/9+1 (45439); (v) u(e, ) = €™ (~ab sen(by)
4 cos(by) )/ (m* +a*t%)+ f(az+); (vii) u(z, v} = z+y+44 [ (dz+y) exp(—z)/17);
(ix) u(z,y) = 1+ flzy)exply/(22)), = £ 0; (xd) ulz,y) = fl=* +p*)/z, 2 £ 0.

2.2 (i) uiz.y) = flln|z| + 2In |yl), = # 0, v # 0 (i) u(z,y) = —2y/5 +
firln|z|+njyl), = # 0, vy # 0 (v) e —y = 20 = 2§ # 0, entdo u(r,y) =
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(22 + 17 Wi ||+ In |y)/(20) + 2y f(ln |2]=In |g)); se =7 = 20 # 27, entdo u(z,y) =
= (e In x|+ In |y))/(0® +5%) +1* /(28— 2a)+ [{ In |z|—c In |y]) exp{2a(e In [-iél +
B n Jyl)/f(a® + ﬁz}]; s — = 2 o 20, entio u(z, y) = o (o In || + /3 ]".- lul)/(e” +
8%) + 2 (2 = 28) + J(B In || — e In |y]) exp[28(ex In |=| + & In [yl)/(a® + 5°)]; fi-
nalmente, fg =y # 2 o —y £ 28, ulx, ) = I-:Ju'rtﬂﬂ + ) +'i|.|'={2ﬁ +9)+ f(FIn |=| -
er 1n Lylj{__r_t;p[—-_r'{u 1 |g-=t o I|'E|' In II.T|:|.-"|:!'II'E & ﬁl}i o q”ulquf_r o CHADE, B funqﬁ.u oati
definida para = £ 0 e y £ (.

3.3. (i) As caracteristicas sfio corvas da forma s —+ {8 4 &, Szf? + 18 + £2, 08"
Tomando como curva inicial (1,t,£(t)), onde £ ¢ arbitrdria, obtemos uma solugio
da forma uiz,y) = £(y — */2 + 1/2)e*". Portanto, a solugio geral é u(z,y) =
f(2y — =*)e®, onde f € CY(R) & arhitrdria. (i) As caracteristicas siio curvas da
formn & — (% : ﬁ'ijﬂ'; , ﬁ'ﬁ.i-]l s a solucio geral & u(z, y) = :{.'_f[::—'t_ri], T # y, onde
f € CYR) é arbitréria.

3 Equacdes de Primeira Ordem: Nem tudo Sao Flores

1.1. A curva inicial plana (t) = (3t, —4t) é uma caracteristica plana, mas a curva
em R®, T(t) = (3t,—4L,4® + 1) niio é uma caracterfstica, logo o problema nio tem

solugio,

1.3. As caracteristicas planas sfio as retas 5y — 4z = ¢ onde ¢ é uma constante
arbitrdria. A curva plana inicial v(t) = (5¢, et — 1) é tangente, em t = 0, A ca-
racteristica plana Sy — 4z = 0, intercepta duas vezes as caracteristicas planas com
¢ > 0 e nic intercepta as caracteristicas planas com ¢ < . No caso em que ¢ = 0,
intercepta a caracteristica plana 5y — 4z = ¢ nos pontos {xy, 1 ), (32,2} onde 1 > 0,
g < 0, 7y e T3 satisfazem dr = 5¢'7/% — 5(c 4 1); como u é constante ao longo
dns caracteristicas, ¢ preciso que w(zi, 1) = ul{zz, 1), o que, de fato, acontece, pois
w(zy, ) = —¢— 1 = ulra,y). Na regiio by — 4z = 0, existe uma iinica solugio
w(z,y) = y— 2 & —1; na regifio 5y — 4x < 0, existe uma infinidade de solugies. Comeo
u ¢ constante ao longo das caracteristicas planas, todas as solugbes sfio da forma
u(z,y) = f(by — 4x) onde f € CHR) é tal que f(t) = ¢/5 =1 se t > 0. Observe que
nio existe regifio aberta {1 © K? contendo a eurva v onde o problema tenha solugiio
finica, pois, em qualquer vizinhanga da origem, existe um ponto contido na regiio
Sy — 4z < 0, onde a solugiio ndo estd determinada.

1.5. As caracteristicas planas sio as retas y + ax =¢ 5¢ ¢ > a® 4 a, a curva inicial
plana «(t) = (2t +1, 1 —2at +a®) intersecta a caracteristica plana v+ ar = ¢ em dois
pontos, (z1,1) € (z2,y2), loge [ tem que satisfazer alguma condigio para que exista
solugiio na regifio y + ax > a” + 0. Se ¢ < a® + a, 4 niio intersecta a caracterfstica
plana y + ax = ¢ e portante & solugio nio estd determinada. Para achar a condigio
que [ tem que satisfazer, basta integrar ao longo das caracteristicas s ohiter

—ab ™ m L
we, )= g ® () + opem—s €™ cos{by) + Fly +az). (%)
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O problema tem solugio se e somente se a funciio f satisfaz, para t > 0

fe) - f{-t) =

'I?'I:

s (—able™™ sen(b(t — a*) — e *™* sen(b(t + a)")}+
+ m[e®™ cos(b(t — a)*) — e*™ cos(b(t +a)*)|};
nesse caso todas as solugbes sio da forma (*), onde F € C'(R) é tal que

P =f (Vim@+a) + W exp (m + 2my/t— (% + a) ) sen b(t — o)
—Eabm) EEF— exp (m+2mm) Co8 (*5{! — a)
~2aby/t= (@ +a)),

set>a*+a

1.7. Esse problema tem uma finica solucio em alguma regifio aberta 12 © R* con-
tendo a curva inicial plana +(£) = (£, —¢), £ = 0, pois a curva 7 nunca & paralela As
carateristicas planas. A solugio ¢ u(z, y) = (o’ +y°)/2+(1=2zy/ (y—2)) 22/ (y—2)),
=0,y =

1.9. O problema terd solugo se e somente se [ for uma funcio par, ou seja, flx) =
f{—z) qualgquer que seja = € B; neste caso, todas as soluches serfio da forma w(z, y) =
—xt B 322y /24 Fy—22/2), onde F € CY(R) satisfaz F(t) = f{+/—2%) +2/2 para
t< 0.

1.11. A curva inicial ['{t) = (t,—¢,1), { < 0, & uma caracteristica, logo o problema
tem uma infinidade de mlui;u:hes As solughes sio da forma u(z, y) = F{f(z,y)) +z +

y—(z+y)//=? + ¢ para (x,y) # (0,0), onde 8 & [~m, x), E-arctan(y;’z}&e:}ﬂ
# = arctan(y/z) +reez <0ey> 0,8 =arctan(pfz) ~wsez <Oey <0, 8 = x/2

sex=0ey>0,0=-vf2sex=0ey <0 FeCYl-mx]), Fl—x) = F(m),
F'l—w) = F'(mr) e F(3r/4) = 1.

2.1, (i) Reta 3y 44z = 25; (iii) y = =, = > 0; (v) 0 ramo da hipérbole y = % ——
2.2 (JRetasz=ct+eceER; (ili)retasz=t+c,e<lex=gc>0,

2.3. A tinica solugéo cldssica na regifio R % [0,1) é u(z,t) = —z/(1—t). Além disso,

+o0 s Tg < [
lim ulr, t) = { —oo
i e ol
=i nio existe ae g =)
pois u & constante e igual a ¢ ao longo da caracteristica plana = = —cf 4 c. Note que
todas as caracteristicas planas passam pelo ponto (0,1).
2.4. A tnica solugfio clissica na regifio R x [0,1) & dada por

0 se Jo| 2 1, £ <0,
u(z,t) = ¢ (1+z) /(1 +¢) se —l<x<t t>0,
{(1=x)/{1=1t) pel<tcer<l,

Além disso, néo existe o limite para (x,t) € Rx[0, 1), (x,£) = (1,1) pois u = ug(zq) =
—zp+laclongodaretaz=(-zp+ 1)t 4+ 30, 0=z < 1.
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3.1 u(x,t) =1sez < /3, ulr,t) =0sex>t/3, (z,£) € R x [0, +cc).
3.3, ulzl)=lsez<t/d ulzt)=0ser> t/4, (z,t) € K x [0, +a0).

4 Equagdes Semi-Lineares de Segunda Ordem

1.1. A equagio ¢ hiperbdlica no plano inteiro e, portanto, tem duas familias de

curvas caracteristicas: as retas 2y — 5¢ = ¢, e as retas 2y —x = ¢a, €1 € 0z constantes
arbitrdrias.

1.3. A equaciio é elitica no plano inteiro, logo nide lem curvas caracteristicas.

1.5. A equagio ¢ parabélica no plano inteiro e, portanto, tem uma familia de curvas
caracteristicas: arctan z + arctan y = g, ¢ € {(—%, ) uma constante. Equivalente-
mente, as curvas caracteristicas sio da forma y = (k — z)/(1 + kzx), k uma constante
arbitriria e y = 1/z (que corresponde a k — +oo, ou seja, ¢ = =x/2).

2.1, (1) ven = ug + vy /d; (i) vam = /16 4+ ve /B — v, /8; (iii) tien = (1/2)[tan({(n +
£)/2) + tan((n — £)/2)Jue + (1/2)[tan((n + £)/2) — tan((y — £)/2)]v, , £,79 € (=, 7);
(iv) vgy = (1/2)[tan((£ + ﬁgfﬁll +tan((£ = n)/2)]ve + (1/2)[tan((§ + n)/2) — tan((£ -
m/2)lvn + tan((€ — n)/2)e7, & n(—m,=).

2.3. (i) Fazendo a mudanga de varidvel £ = dz, = —3z + 2y, obtemos vge + vy =
£(£ + m)v/108; (ii) fazendo a mudanca de varidvel £ = y, 5 = = + /3, obtemaos
Ygg + Uy = —2f()ua /(1 + f(n)®)?, onde f(n) estd determinada implicitamente por
n = f(m) + f(n)*/3.

5 A Equac¢do de Onda

1.1, ufz,t) =1+ p(z +ct) — wlz — ct), onde ¢ € C*{R),

1.3. Se u € C*(R?) for solugio da equacio de onda, entdo existirfio o, ¢ € C*(R)
tal que u(z, t) = @(x+ct) + (¢ — ct); impondo s condicdes iniciais vemos que existe
alguma constante & tal que @(z) = (1 + k)/2 e ¢(z) = (1 — k)/2, logo u(z,t) = 1
quaisquer que sejam (z,t) € B*. Como a fungfio constante izual a 1 & de fato solugio
do problema, essa € a dnica soluciio.

1.5. (i) As caracter(sticas passando por um dos pontos (-1, 0) e (1,0) sdo as retas
zt==%1. Tomando T = {(z,t) € R*: z ¢ = 11}, procuramos u & CHR®—-T') da
forma u(z,t) = ¢(z+) +9(z —t). E claro que , ¢y € C*(R — {—1,1}). Fmpondo as
condigbes de contorno, obtemos w(z) = (1+ k) /2 e viz) =(1—k)/2sexc {=11),

wlz) = ka/2 e (z) = —kz/2 se = & [-1,1], onde k; e ky sio constantes arbitrdrias.
Tomando & = (14 k — k2)/2 vemos que

0 selr+t]>lelz—t 51,
9&|I+tF{]e|I-—t|.‘:=-1,

—k selz+t{>1elr—t| <1,
1 selztt|<le|r—t| <],

gz, t) =
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estd em C*(R® - I') e & solugde, logo existem uma infinidade de solugdes (pois k é
wma constante arbitréria).

(i) A imagem de uz & {0, k,1—k,1}, Jogo a imagem ¢ um conjunto de trés elementos
se e somente se k =1 — k, ou seja, k= 1/2.

1.7. Suponha que w € C?(R x [0, +00)) é solugio: como u ¢ de classe C? uéda
forma u(z,) = w(z + ct) + w(z — ct) para (z,t) € R x (0, +00) com i, ¢ € C?(R).
Impondo as condigdes iniciais, obtemos wiz) = (f(z) + k)/2 e ¥z} = (f(x) — k)/2,
onde k é uma constante arbitraria, e, portanto, u(z,t) = (f(z + ef) + flz — ct))/2.
Como tal « é de fato solucio do problema, essa é a dnica solugao. Mo caso em gue
f € CHR)—C?(R), niio é possivel achar solugio em C* (R x (0, +o0)}, pois tal solugao
seria obrigatoriamente da forma u(z, t) = (f(z+ct)+ f(z—ct)) /2, que ndo de clagse
C'*: as singularidades de f sdo propagadas ao longo das caracteristicas.

2.1. T = {(z,t): x+ct = 0}. Derivando diretamente a equagéo (2.5), € facil ver que
u satisfaz a equagio de onda em B2 — T e que u € O3 (R* — T} N C'(R?).

2.3. (Para entender melhor a resoluciio desse problema, o leitor deve fazer um
desenho no plano zt.) ' = {(z,t): 2 £t = %1} divide o planc em nove regioes
conexas: fh = {r+t < -Lzr—-1< -1} = {-l<z+t<lz—1< -1},
UGy={z+t>lz-t< -1} a={z+t>l=-lcz—1t< 1}, s ={z+t >
l,z—t>1},fs={-1<z+t < lLz=t>1}, fr={z+t<-lz-1t > 1},
p={r+t<-l,-l<z—-t<1] p={-l<ztt<l,~-lgz—-t< 1}. Como
u € C?(£};), existem fungbes @y , Uy de classe C? tais que u(z, t) = pi(z+t)+du(z—t)
ge [r,t) € {4, 1 <i=<8 Como {{z,t): t = 0} intersecta apenas as regites 113, fy €
{15 se supuSErmos que u € C*(R? = I'), as condighes iniciais determinarao u apenas
nessas trés regioes. De fato, quaisquer que sejam i, ¥y de classe A

0 se (z,t) € i U ls,
u(z;t) =4t se (z,1) € (g,
wilz+ 1) +du(z—1) se(zt)efl, 22i<8 i#5,

& uma solugio em C*(R* —T'). Partindo da solugao geral (1.5}, € ficil ver que todas

as solughes em G“{R“ —T') séio dessa forma. Note que u nio estd definida em T

Vamos supor que u € C*(R* —T) N C(R?) é solugho: como u = 0 em &y, por
continuidade u = 0 a0 longo da semi-reta x + t = —1, t = 0; além disso, como u = ¢
em (1, u = t ao longo do segmento z —t = -1, 0t < L ugando o fato de que
u(x,t) = wa(z + ) + a(z — t) para (z,t) € §2z, obtemos 0 = p2(—1) + ¥a(~1 — 2¢)
e t>0et=pa2t—1)+ya(—1) se0 <t <15 logo pals) = (8 + 1)/2 + a(—1) se
—1 Z8 < 1eya(s) = —pa(-1)ses £ -1, de ma%ﬁ que ulz, 1) = {Il+t+ 1)/2 em Q.
Procedendo de maneira andloga obtemos a suluqaf em $g; além disso, . solucio em
(2o LU §15 determina a solugio em {14 LI 41 , & solugho em {1z USly determina a solugio
em {13 e, fnalmente, a solugio em {1 U le qﬂtffrmiﬂﬂ a golugéo em {17 . Portanto, a
solugio & iinica em CHR*-T)N C(R?) e coincide com & definida por (2.5).

2.5. (i) ulz,t) = (eos(z —t) — cos(z +1))/2, (z,t) ER". )

2.7. (i) Usando a mesma notacio que no Exercicio 2.3, todas uammiu-;n-es em

G:g{ﬂg 2'r) sio da forma (2.5) em S, se.anulnqi em (I U l; e sdo da forma

o(z,t) = pilz+1) + iz —t) em %, 251 S 8 375 onde o ey SR angoe
: 2

arbitrarias de classe c*.
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2 i ta
{ii}) Procedendo como no Exercicio 2.3, se v € ¢?(R? - T)NC(R") for solugao, entao

u serd da forma (2.5); isso prova que a solugiio & unica. a

3.1. As funcbes (i), (ii), (iii) sao fmpares, (iv) e (vi) sdio pares e (v) ndo ¢ par nem
impar, ,

3.3. (i) E periédica com perfodo fundamental 20; (ii) € periédica com periodo fm,lda'"
mental 2 /5; (iii) ndo é peridica; (iv) nio & periédica; (v) é periédica com perfodo
fundamental 2; (vi) ¢ periddica com periodo fundamental 4.

4T
3.5. F{z) é periddica de periodo T & F{z +T) = F(z). Yz eR & /,5 flt)dt =

= 4T Ay
f .ﬂif}ritﬂh:ER#[ f'fﬁ]dﬂ=ﬂ."?’:i:l.=_ﬂ#[ F(t)dt = 0.
o T 1]

3.7. Apenas a fungio f{z) = z(z — 1), = € [0,1], tem tal extensdo, pois f{0) =
f(1) = 0; a extensiio é dada por Fiz) = (z—2k)(z—2k—1)se k€ E, 2k <z < 2k +]
e Flz) = —(~z+2k)(—z+2k—1) se k € T, Zk—1 < = < 2k; F € CY{R)NC=(R-Z).
(ii) Resolveremos esse item apenas para a funcio f(z) = :x; o0s outros itens sao
andlogos. Para f(z) = x, basta redefinir f em z = 1; a fungio fi(z) = xsex € [0, 1),
filz) = 0 se r = 1 tem como extenséo impar e periddica de periodo 2 a fungao
Flz)=z—2ksexec (2k—1,2k+1) paraalgum k € E, Fi(z) =0sexz € . A
extensdo Fy ndo é continuaem [ = {2k 4+ 1: k€ &} e estd em C(R—T).

4.1. ulr.t)=senzxsent, re |l n],t=0

4.3. u(z,t) = sen(nz) cos(mt) + Hiz,t), z € [0,1], t = 0, onde H(z,t)=—[(z —t —
2k)* = (x+t—2k)%) 6+ (-t —2k)* — (z+1—2Kk)%] /4 50 2k < $—1 < x4¢ < 2k+1 para
algum k € Z; H(z, 1) = —[{z—t =2k} +(z+t-2j)"]/6+ [(z—t - 2k)* - (2 +1-27)] /4,
ek <r_t<U+1<Y—1<c+t<2; Hizt)=—[lz—t— 2k - (24t —

216+ (z—t -2k —(z+1—-27)% | dse 2k <zt <2k+1 <2<+t <25+ 1;

Hiz,t) = [(x—t — 2k)* = (z + t — 28)°]/6 = [{z — t — 2k)® — (z + ¢ — 2k)*| /4,
se2k—1 L a—t <zt < Hot) = [(z—t—20)° + (= + t — 2)°]/6 +

(z=t=2k —(z+t—2/)°]Mse2k-1<z-t <2k <Y< z+t <Y+

Hiz,t) = [z —t— 2k —(z +t - 290°1/6 + [(x — £ — 2K)% — (= + t — 2)%]/4, se
h—1<r—t</<2Y~1<T+t <

4.5. ufz,t) = sen zcosi+H(z,t)/d,z € [0,7],t = 0, onde H(z,t) = cos( 2z )sen(2t)—

2t, se 2kw Sz —t S x4+t < (2k+1)7; H(x t) = —sen(2z) cos(2t) + 2z — 2(k 4 )7, se
2kn < z—t £ (2k+1)w < (2j=1)7 < z+t < Zjm; H(z,t) = cos(2r)sen(2t) —204-2(5—

k)m,se2km < z—t < (2k+1)w < 2w a4t < (254 1)r H{z, L) = — cos{2x)sen(2t)+

2t, 80 (2k-1)r Sx—t < x+1< 2km; Hiz, 1) = sen(2z) cos(2t) — 2z + 2(k + j), se
(2k—ljr Sz—=t<2kr<r < z+t < (254 1)m; Hiz,t) = - cos(2x) sen (2¢) +

A=2f—kimse (2k=1lr<x—t<2kr<(Z-1lr<z+1t< 2ym,

4.7. Como g & C'([0,1]), a solugio obtida pela férmula (4.6) ndo ¢ de classe C2,

pois as derivadas de segunda ordem tém descontinuidades no conjunto I' = {(z,1) €

[0,1] = [0,400): Tk € Etg. x+ 2 = (2k +1)/2}. O problema tem uma infinidade de
solugies em C*([0,1] x [0, +00) — I'), mas a solugdo & vinica em C*([0, 1] x [0, +00) —
'y N C{[0, 1] x [0, +00)) e coincide com a dada pela formula (4.6).

5.1. Fazendo a mudanga de varidvel £ = 24+ t, np =2z — ¢, v(f, %) = ufz,y), a
equacio diferencial fica (vy + (@/2)v)e = 0, cuja solugio geral é dada por v(g,q) =
Fin) + G{f) exp(—an/2), F e G arbitrériss. Portanto, a solugio geral da EDP inicial
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¢ u(z,t) = F{z—t) + Gz +t) exp(~a(z - t)/2). Impondo as condigdes iniciais vemos
que, s¢ u € C*(R?) for solugio, entio

u(z, t) = [f{x —t) +2ﬂﬂ: + £)e™] +E-n{n-t_:|_.l'!]f: [ =2 f{f}] ar/2 4

COmo a expressao acima define, de fato, uma solugio em C2(R?), esta & a tinica solugio
neste espago,

5.3. (i) Fazendo a mudanca de varidvel £ = z + of, n = z — e, v(£,n) = ulx,t),
obtemos uz = ve + vy, Use = u{5+2ﬂh+u,,,, y g B2 Ol = Otly , Ui = ;1-'515 —Eﬂﬂﬂtn +
vy, logo a equagio diferencial uy = c®ugz + bz, t) fica -4r:jw¢-,T = A{(£ + n)/2,

(€ —n)/(2¢)). Set =0, £ = =z, de modo que as condigies iniciais satisfeitas por v

s v(§, £) = fl€) e cvql(L, £) — cve(£,£) = g(€). Note que a mudanga de varidvel leva
o semi-plano ¢ > 0 no semi-plano 1 < £.

(ii) Vamos mostrar primeiro que v é solugio do problema e estd em C-'E{H} nC(H).
Reescrevendo a integral dupla como integral iterada, obtemos

[ 5555 = [ [ 6552 e
i
_f f r+ﬂ — :]drds.

Usando entdo a primeira expressao para derivar em relagio a £ e a segunda para
derivar em relagao a n obtemos, pelo teorema fundamental do edleuls, se (£, 1) € H,

R féﬂ L M[‘ (£+s -'-;"—a) |
1
e

v.,{s,n}=””} srr;rll—@f h (T2 220 a,
vgn(§im) = ("E;ﬂﬁfh")

Como f € C*(R), g € C'(R) e h € C(R x [0,+00)) & claro que v € C*(H) n C(H)
(de fato, v € C*(H)!) e, das expressdes acima, um cdlculo imediato mostra que v &
solugio,

Suponha que w E cHH)I N G'I{F]I é outra solugio e seja 2 = v — w,
z € C*(H) N C(H) é solugio de

it = 0, E'E:ﬂ] 3] H,

IEE1 E} = D1 E € Rr

ze(€,E) — 29(£.€) =0, £€R.

Entao

Como a solucio geral da EDP acima é z = F(£] + G(n) e z € C*(H), segue e
F.¢ € C%R) e, em particular, z € a restricio a H de uma fungio em Clﬂﬂ’}.
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Impondo as condiges iniciais, obtemos

F:':-E] = —F{f}r vEeR = F(¢) = —G(£) = constante,
F§)=G(£), VEeR
logo w = v e a solugdo & tinica em C*(H) N C(H).
(i) Observe que a mudanga de varidvel (z,t} = (£,7) ¢ uma bijegao entre R x (0, +oc)
{respectivamente, R x [0, +00]) e H (respectivamente H); El-lf:':'t"l2 disso, esta mudanga
é infinitamente diferencidvel, logo, se u(f,7) = u(z,t), v € CT(H) N C(H) = u €
C3(R x (0, +00)) NC(R x [0, +00)). Portanto, u € C*(R x (0, +00)}) NC(R % [0, +c0))
& solucio do problema original <+ v € C*(H) N C(H) é solugdo do problema ‘31:'1.[’}-
Entao a dnica solucio u € C*R x (0, +0c)) N C(R x [0, +00)) do problema original
& dada por
w(z,t) =viz+ct,z—ct), reER, t =0,
onde v(£, ) é como em (ii). Para obter a expressio em (iii), basta fazer uma mudanca
de varidvel na integral dupla: fazendo p = (r + 35)/2, ¢ = (r — 5)/{2c), obtemos
r=p+tor,s=p—coge
HH[T, )

Y48 =23
f " drd =f!r hlpg, ) | —=———%
f-[n-:e,rﬂ ( 2 2o ) o Bie.m) (,2) d(p, )

=2¢c fj: hip, o) da,
L&)

onde 8(r, 5)/8(p, o) é o jacobiano e D(£,n) é a imagem de D(£,n), ou seja, 5{51 ) =
{lp,e): e 2 0,n+co = p = E—co} Pazendoé =z4cten=x—ct, D(z4ct,z—ct) =
{1 e a férmula para u segue facilmente.

der

b Separacdo de Variaveis e Séries de Fourier

1.1. Fazendo u(z,t) = (z)(f) nos quatro primeiros itens, vemos que o método
funciona e obtemos os pares de EDOs: (i) zy"(z) = Mp(x), ¥'(t) = —Aw(t); (i)
0" (x) = Aap(z), ¥ (€) = —M(2); (i) " () — 3¢’ (2)—Ap() = 0, 4/(€) + Mb(£) = 0:
(iv) (p(x)e(2)) — Ar(z)e(z) = 0, ¥"(t) = Ag(t). O método ndo funciona para a
equagio (v) pois, se u(x, y) = w(z)(y), a EDP fica

@ (z)p(y) + zo(zh" (¥) + yelz)y"(y) =0

e nao di para separar as varidveis desta equacio,

1.3. (i) Fazendo = = reosd, y = rsen @ e v(r,0,8) = u(z,y, t) obtemos v, = wu,
Ur = e COSH + ty 560 8, Ve = Uz 008”0 + Zutgy sen Feosd + uyy sen®l e ugy =
tzpt sen® §—2u.,r® sen Heost+uy,r® cos® 8 —ugr cos & —uyr sen §; portanto, v, +
v~ + r"%vgp = Au e v satisfaz v = o®(ver + r e + g ). (i) Eubsl:i;.uim:ln
v(r,8,t) = R{r)B(8)T(t) na EDP e dividindo por o® R(r)8(6)T(t), podemos Separar
a varidvel temporal ¢ das varidveis espaciais r, #; separando depois as varidveis r
e , obtemos as equagdes T'(1) = a”AT(t), 8"(8) = no(f) e r*R"(r) + rR'(r) —
{(r*A + )R =0, onde A e 1 5o constantes.
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L5. (i) X"+ MX =0, pT" + AET =0.

(ii) Como procuramos solugbes que nio sio identicamente nulas, u(0,2) = 0, V¢ >
0= X(0)T(t) =0 ¥t > 0= X(0) = 0. Usando a EDO satisfeita por T, EAug(l,t)+
muy(l,t) = 0¥t > 0 = BAX'()T(t) + mX()T"(t) =0 ¥t > 0= ET({t)pAX (1) +
PT"(tymX(l) = 0 ¥t > 0 = ET({)(pAX (1) — AmX ()} =0 ¥t > 0 = pAX'(l) -
AmX(l) = 0= X'(I) = yMX (1) = 0.

(iti) Em primeiro lugar, os autovalores sio estritamente positivos, pois, usando as
condigdes de contorno, AMX|X) = (—X"|X) = —yM|X()]* + (X'| X"} (onde o pro-
duto interno (+|-) é o definido por (1.10)), logo A = (X"| X" [(X|X )+~ X (O~ >0
Portanto, a solugio geral da EDO & X () = a sen(v/Az)+bcos(+v/Az); como X(0) =0,
b = 0 e as auto-fungbes sio da forma X,(z) = sen(vAz). Impondo a condigio de
contorno em =z = I, 08 auto-valores satisfazem a eguacho mt{‘-"'ﬁfj = ’F"f"'m- Geo-
metricamente & ficil ver que a reta y = x intercepta o grifico y = cot ¥ em uma
infinidade de pontos: para eada n € N, existe um tinico =, € ((n — 1)7, nw) tal que
Y&n = cot Tn. Portanto os aulo-valores sio da forma An = (2:/0)%, n € N, e as
auto-funcdes associadas sio X, (x) = sen(v/Anz).

oo

2.1. (i) 2=~ ¥ (=1)"n~? sen(nwrz/1); (i) 21 Eqﬂ._l sen(nwz/l);
n=1

n=1

(i) 1/2 —cos(22)/2; (iv) | = 1*/2+ 452#"2§[2k +1)7% cos((2k + L)mz/1);

(v) 1/2+42x"1 4;u""_'__,ml:—1}1"‘I:25:+‘1.]|‘1 cos{ (2k+1)z); (vi) 1,/3+4m—2 E{—l]” n~% cos(nwz);
k=0

=]

(vii) a/2 + 2ar™? J‘E{m + 1) sen((2k + 1)maz/1),
k=il

2.3. () flo) =0, fin) = —i(=1)"I=""n"" sen € B n £ O; {ti}j{nj = 0,
Fin) = —ilz™'n1 se n $# 0; (iii) F(0) = 1/2, f(2) = fi-2) = =1/4, fin) = 0 se
ne0,£2,n € (iv) f(0)=1-17/2, flzk+1) = f{-2k-1) = 2°(2k + 1) 7% se
ke Zt, fl2k) = fl—2k) =0se k € N; (v) F(0) = 1/2, J(2k+1) = f(-2k - 1) =
(—1)x" Y2k +1)"" se k € EF, F(2k) = f(-2k) = O se k € N; (vi) f(0) = 1/3,
fin) = fi—n) =2(=1)"7"*n"" se n € N; (vii) f(0) = a/2, f(2k+1) = —iaw~" (2k +
1) = —f(-2k— 1) se k € Z¥, J(2k) = f(-2k) =0se kEN.

3.1. Basta aplicar a desigualdade de Bessel: (1) 2!2;"3; (i1} 2!’,"3; (iil) 3/4; {iv) 21%/5;
(v} 1; (vi) 2U1/5; (vii) a®.

7 Convergéncia das Séries de Fourier

1.1. Sif] = i'f?fﬂ+4£“*n‘"iiﬂk+l}'“ cos((2k+1)me/1); como E(2k+1)"% < 400

e |cosy| < 1 qualquer que seja y € |, podemos aplicar o teste M de Weierstrass e a
série converge uniformemente em K.

1.3. MNovamente basta usar o teste M de Weierstrass.

2.1. (i) A extensio periddica de periodo 2[ de f, que denotaremos também por f,
esth em SCper(20), é diferencidvel em (1,1} e é continua exceto nos pontos da forma
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(2k+1)!, k € Z. Estamos portanto nas condigGes do Teorema 2.1 € a série de Fourier
de f converge para f(x) se x 3& (E,I.;-}- 1)l e converge para zero se & = (2k+1)I, k € Z,

(i) Fazendo x = [/2 obtemos E{ %2k + 1) = /4.

(iil) A série de Fourier de f cunverg,e pontualmente para a fungio = — (f(z ™)+
Flz7))/2 que nio ¢ continua e uma série de funcdes continuas eonvergindo uniforme-
mente converge para uma fungio continua, logo a série de Fourier de f nao converge
uniformemente.

2.8. Pelo Teorema 2.1, & série de Fourier de f converge para a extensao de periodo 2w
de f fora dos pontes da forma (2 + 1}x/2 com k € Z; nesses pontos a série converge
para 1/2.

2.5. A série converge para f{z) se = € E — Z e converge para 3/2se z € Z.

3.1. (i) Sif] = E n~'sen(nx) converge pontualmente para f(z) se x # 2kr e

=1
COMVErge Para z-em se & = 2kw, k € £, A convergéncia ndo ¢ uniforme.
(ii) Embora a série de Fourier de f ndo convirja uniformemente, esperamos que a
séric £n~? cos(nx) esteja relacionada com a série de Fourier da integral #d& f- De

fato, como a integral de f de 0 a 2r & igual a zero, a funcho F(z) = f fit)de é
0
uma fungio peritdica de perfodo 2 (pelo Exercicio 3.5 do Capitulo 5) e sua série de
fen
Fourier é dada por S[f] = #*/6 — 3 n™*cos(nz). Como F' € C(R) ¢ diferencidvel

n=1

o
em (—w,0)U(0,7) & F' € SCpe(2r), asérie 3 n™" cos(nx) converge uniformemente

n=1
para 72 /6 — F(z) em R.

+oa

(iii) Fazendo x = 0 na série de Fourier de F, obtemos }_'_, n~2=nxl/6.
(iv) Aplicando a identidade de Parseval para F, obtemos E n~4 = «1/00.

n=1
3.3. (i) S[f] =2/m—(4/7) E (4n® —1)~" cos(2nt). A série de Fourier de f converge
umfunnemente para f, pois f E Cpec(7) & ' € SCper(w).

(if) E (4n? = 1)"1 = 1/2.
n=1

(iii) Aplicando a Proposigio 3.1 duas vezes, vemos que, se z(t) for de classe C?,

entdio x7(n) = —4n’F(n). Portanto, se T for solugio da EDO, ¥(n) = —(4n? —
+o0

w?)f(n) para todo n € Z. Logo z(t) = 2n ™ w™ +4r~" 3 (4n® — w?) ™ (4n’
m=

1)7" cos{2nt). Observe que essa série e as siries obtidas derivando até duas vezes

convergem absolutamente pelo teste M de Weierstrass; podemos entao derivar a série

termo a termo provando facilmente que x(t) &, de fato, solugio da EDO,

(iv) A solucio geral da equacio homogénea associada € za(t) = Acos(wt)+ B senfwt),

portanto a solugio geral da EDO nio homogénea é z(t) = z,(t) + za(t), onde z,(t)

é a soluciio particular encontrada em (iii}. Impondo as condigies iniciais obtemos

z(t) = 2~ w=?(1 — cos{wt)) + 47~ Jf:[*!ﬂ’ —w?) 7! (4n” — 1) 7 [cos(2nt) — cos(wt)].
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4.1, (i) Sez = 2kn para algum k € E, " = 1, loge Dy(2kw) = 2N 4+ 1. Se r nao
N
for da forma 2k para algum k € Z, entio e # 1, portanto Du(z) = ¥ (¥)" =

n=—>5N
{ﬂ"H“—E."{”*’”*}{l—e"]l'“‘ = (=g~ "2 gmiNT L gin/2 NI p=t2/d) p (=2~ =
sen((N + 1/2)x)[sen(x/2)] .
(ii) Basta usar a definicio de Dy e integrar diretamente.

4.3. (i) Como Ky = 1, o resultado é vilido nesse easo, Vamos supor entdo que N = 1.
Se ¥ = 2km para algum k € Z, ™ = 1 ¢, usando a férmula de definigio de Ky,
obtemos facilmente que Kn(2kx) = N + 1. Se = # 2kr para qualquer & € &, entio
sen(x/2) # 0; usando a formula sen®(z/2) = (1 —cosx)/2 = 1/2 — ™4 — e /4,
a definicio de Ky(z) e um pouco de algebra, obtemos sen”(x/2)Kn(x) = (N +
1)1 (12 — N 1 _ o=V 04y o (N4 1)) sen®((N +1)z/2), 0 que prova (i),
(i) de (i), Kx{x) > 0 para todo £ € B. Como Ky é uma combinagio linear das
fungbes £™* que sio continuas e periddicas de perfodo 2x & claro que Ky é também
continua e periddica de periodo 2.

(iii) Basta usar a definicio de Kx e integrar diretamente.

{iv) Seja § € (0, 7). Como K & peribdica de perfodo 2«, usando (i) e a Proposigio

& m =i
3.3 do Capitulo 5, obtemos 0 < Ku(z)de+ f Kniz)z = f Kn(z)des <
& &

-—

(W41 j: t_E[ﬁEn{E‘fﬂ]}Fi dr = 4(N + 1) "cot(8/2) —+ 0 quando N — 4o,

d.4. Sejae > 0. Use a continuidade uniforme de f para obter & > Ocom |z—g| < § =
| f{=) — flw)] < &/2. Mostre que existe A > 0 com |f(z)| < M para todo = € R e use
oa resultados do Exercicio 4.3 para obter N tal quen > N = Ka(t)de < /2.
S|t <n
Com isso, n > N = |(f « K ){z) — f{z) < € qualquer que seja z € R.
6.1. Fazendo u(x,t) = p{zhi(t) no problema de contorno (sem & condicio ini-
cial), obtemos ¢'(t) = —Ap(t}/4, " (x) + Xp(z) = 0, p(0) = 0 = (2). Re
solvends o problemsa de auto-valores, temos que A = n®r®/4, n € N, e obtemos
as solucdes uplz,t) = sen{nmz/2)exp{-n"x"t/16). Impondo a condigio inicial,
u(z, t) = 2 sen(wr/2) exp(—nt/16) — sen(mz)exp(—="t/4) + 4 sen({2rz) exp(—rt).
5.3. (i) Fazendo u(z,?) = p(z)(t), o problema de contorno fica ¥"(¢) + Acp(t) =
0, ¢"(z) + Aglz) = 0, p(0) = 0 = (l] ¢ as solugles sdo da forma un(z,t) =
sen(nnz /{)|An cos(nnct /1) + B sen{nwct/l)], n € - Al

(i) u(z,0) =0 = By =0 ¥n € " = u(z,t) = ihn sen{nwz ) cos(nret/1);

u(z,0) = flz) = bs = I[Eﬂ]lf; Fiz)sen(nxz/l) dz.

(iif) Podemes derivar a série duas vezes termo a termo se S(na"by, /I*) convergir: este
é o caso sé a série de Fourier de /"' convergir uniformemente. Para isso, precisamos
que € C*{[0,1]) com f(0) = 0= f{1) = f"(0) = f"(I) (pois a extensdo (mpar de
periodo 2! tem que ser de classe C%) e que f” scja diferencidvel em (0,1) a menos de
um niimero finito de pontos com f* seccionalmente continua.

(iv) Usando as férmulas para o seno da soma e diferenca de dois dngulos, & ficil
ver que sen(a + b) + sen{a — &) = 2 sen acosb, portanto sen(nwz/l) cos(nwet /1) =
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(1/2)[sen(rr(z + et} /1) + sen(nw(z — ct) /1], logo u(z,t) = clfz}fﬁ: by [sen(nm{z +

et)fl) + E, b sen(nw(z — ct)/1)] = (1/2)[F{z + et) + Fz — ct)], onde F é a extensdo

impar p-ermdlr:a. de periodo 2! de f. Como vimos no Capitulo 5, para que a solugfo
seja de classe C? basta que § € C([0,1]) com f(0) = f(I) = f"(0) = f'{I) = 0.

5.5. (i} ulz,t) = X(z)T(t) = X(=)T'(t) = ﬂ“a’f"gm}ﬂf} = T'(t)/(a*T(t)) =
X"x)/X(z) = =A = X"(z) + AX(z) = 0, T'(t} + Aa"T(t) = 0. Como procuramos
solugdes nio triviais, u(0,8) = 0, ¥t > 0 = X(0) = 0 e us(l,t) + yu(l,t) = 0
Vi 0= X' (DT ++X(OT) =0 ¥t = 0= X'(1) +1X(}) = 0.

(ii) Usando o produto interno em [0, 1]  integrando por partes, A{X|X) = (-X"|X)=
~| X (P + {R”!X“} = 0, logo A > 0 e a soluglo geral da equacio X" +AX =0 é
..'-":\/_l = @ cos( VA x)+ b sen{+v'A ). Impondo as condigbes de contorno obtemos ¢ = 0

A cos(VAL) + ¥ sen{y/ A1) = 0.

(ili) Graficamente (desenhe!), & ficil ver que, para cada n € £7, existe um nico z, €
((2n+1)m7/2, (n+1)7) que estd na intersecio do grafico das fungiesy = tanx ey =
--:::J-"[-';.'E]I', além disso, o conjunto {:::,, TneE 3"']- é exatamente o conjunto dos pontos de
intersecdo com = > 0, logo o8 auto-valores 880 An = (Tn/1)% € An € (+/(2n + 1) /(21),
vin+1)x/l) e portanto, My €Az < CAha... e lim Ap=+o0

(iv) iz, £) = sen(+/An =) exp(=Ana’t).
(v) u(z, t) = f n~? sen(vAn z) exp{—Ana’t)

8 A Equacao de Laplace

1.1, ufz,t) = [senh{r—z)sen y+senh x sen y+sen x senh(r—y)4sen = senh y]/senh .

3. (1) ulx,y) = f by sen{kmrz/a) exp{—kwmy/a), onde os by's sio os coeficientes de
Fourier (em mnm}k&; f; (ii) j diferencidvel a menos de um mimero finito de pontos
em (0,a) com f' € SC([0,4]), f € C([0,a]}, F(0) =0= f(a).

1.5. (i) Procurando uma snlu»;au da forma u(z,y) = X(z)¥(y), Y satisfaz o pro-

blema ¥" = =AY, Y'(0) = ¥'(b) que tem auto-valores An = n’n* /b, n € E*,

com auto-fungdes :nrrat_:pm:dent&i Y. = cos(nwy/b). Por outro lado, X & Eﬂ].u'l;&l:l

de X" = AX, X'(0) = 0, logo Xn = cosh(nwz/b). Obtivemos, assim, o econ-

junto de solugdes un(z,y) = ca cosh(nmz/b] cos(nmy/b), = € [0,a], y € [0,8], para
%20

o problema homogéneo. (i) Impondo a solugiio da forma u(z,y) = 3 ual(z,y)
el

para o problema nio homogéneo e derivando, obtemos uma solugio formal ulr, y) =

4o 2
co + ¥ (ban/nw)[cosh{nmz/b)/senh(nma/b)] cos(nmy/b), onde 08 an’s sio os coefici-

fus=l

entes de Fourier da extensio par e periddica de periodo 20 de f com ag = 0 (o que s6
& possivel se a integral de f no intervalo [0, b] for zero).

1.7. Basta escrever F = Re F+i Im F e usar a linearidade da integral e da derivada.
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2.1. O problema pode ser transformado no problema (2.1) fazendo a mudanga de
varidvel £ = x/H, n = y/R. Portanto, pelo Teorema 2.1, u: 1 — R definida por

Ri rz "
R — 2rReos(8 — t) + 12

1 L]
ul(z,y) = E;f f(Rcost, R sen t)

ser’ +1° =r' < R? 2= reos, y = r sen # e ulz,¥) = f(z,y) se a° yt =R, é
Sﬂlﬂgﬁﬂ do problema.

2.3. uiz,y)=Az/R+ By/R+C.
2.5. A solugio limitada obtida pelo método de separagio de varidveis é

r? - R*
at
— 2rReos(f —t) + r?

u[m,yj:%f f(Rcost, A sen t:lﬂi'

sex=rvcosf, y=rseend, r > Reulr,y) = f(r.y) se r* 4+ y* = R®. Retirando a
condicio de ﬁmitagﬁnl a solugio acima somada a & :Inlill::l::r |- HZ:II.I'R?], onde o« € K &
arbitrdrio, é solugdo do novo problema.

9 O Método de Separacdo de Varidveis

L1. u(z,t) =T +b sen(wz/l) exp(~n?y/1%), (x,t) € [0,1] x [0, +o0).
1.3. (i) O fato da extremidade x = [ estar isolada termicamente signi-
fica que u.(l,£) =0 ¥t = 0. Procurando uma soluciio u(z, ) = w(xz)(t)
para a equagao do calor com as condigdes de contorno, obtemaos os pro-
blemas " + Ap = 0 em (0,1), 9(0) = 0 = (I) e ¥ + Aaly = 0,
t > 0. Os autovalores sfio reais e positivos, pois Alele) = (¢l > 0.
Resolvendo o problema para ¢ e 3, obtemos A\, = [(2n — )/ (20)]2,
@n(z) = sen(y/A, ) & Y (t) = exp[—(2n— 12r2at/(4®),ne N, o que
nos leva &s solugdes desejadas.

(ii) Procurando uma expansao em série para u, vemos que f tem que ter
4o

uma expansio da forma f(z) = 3" C, sen[(2n—1)7z/ (2[)]. Observe que
n=1

esta série (se convergir, é claro) define uma fungio impar e periddica de
periodo 41. Precisamos, portanto, estender f primeiro ao intervalo [0, 21
e depois & reta toda de mu;:l:; que f seja impar e periédica de periodo
41 com by = 0 se f(z) = kzl b, EEnIkW-Eg’[EI}].. Calculando bak, vemos

que a extensio desejada satisfaz F(2l —zx) = f(z) se z € [0, I]. Para que
exista solugao, € preciso que f satisfaca a condicio de compatibilidade
f(0) = (: neste caso, se f € C([0,1]), a extensdo F impar e periGdica
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de periodo 41 é também continua. Calculando os coeficientes, obtemos

{
i B D) f £(z)sen|(2k — L)mz/(20)] da.

(i) f € C0,1]), f [3} =0, f diferencidvel a menos de um nimero finito
de pontos em [0,1] com f* € SC([0,1]). Uma demonstragio inteiramente
analoga a do Teorema 2.1 mostra que a solugio é \inica em C “((0,1) =
(0, 400)) N C([0,1] x [0, +0c)). (Aqui estamos supondo que a condigao
de contorno em x = [ & vilida para ¢t > 0.)

(iv) Neste caso obtemos uma solugio estaciondria constante igual a T
e a solugio ¢ a soma da solugio do problema original com a solugao
estaciondria.

1.5. (i) Procurando solugio de forma u(z,t) = w(z)p(t), obtemos
—Ap=dpem D, p=0em ey +ra Y =0,¢t>0

(ii) Procurando ¢(z,y) = X(z)Y (y), obtemos X" 4+ nX = 0 em (0,1},
X0=0=X,Y"+(A=nY¥ =0em (0,1), ¥(0) =0 =Y(I), logo
me = k2213, k € N, X; = sen(krz/l), Apm = (m?+E2)n2 /1%, m, k € N,
Yo = sen(mry/l), Ohm(:9) = Xu(®)Vin(u)

(iii) w(z, y, t) = -If Chm sen(kxz/l)sen(mmy/l) exp(—(k2+m?)x2t /1%),

k=1

| |
onde Chym = (4!!3}£ dy s:an{mi-ryﬂ}_/; dx sen(kwz/1) flz,y).

2L u=7F

2.3. Fixe (zg,ts) € B x (0,(4a)™") e sejam a, 3 e -y constantes positi-
vas tais que 0 < a < tp < B < (da)™! e |wo| < 7. Seja F(z,y,t) =
f(y)K(x — y,t). Entdo F satisfaz a equagio de calor F = 0;F
e, quaisquer que sejam (z,y,t) € [-7,7] X R x [, 8], |F(z,y,1)| <
a1(y), [0:F(z,y,8)| < (20) (v (y) + o (v) = g2(y), |02 F (z, u,1)| <
(42?) 71 (2aq (y)+72 01 (¥)+27|wlo (W) +v2 01 () = 93(v), |BeF (2, u,8)| =
162F(z,9,)] < gs(y), onde g1(y) = c(dma) V2 explar®(1 — daf))
expl—(1 - 4aB)(48)~Th()?] e hy) = y+ (L — 4aB)~ se y < —(1 -
4a8)7L, h(y) = 0se —y(1 —4af)™! < y < y(1 —4eB)™" e h(y) =
y—7(1—4af) ey = y(l- dﬂe_}_ir Como h € C(IR), é claro que

o

a1, 92,93 € C(R). Além disso, f gily)dy < +oc0, i = 1,2 ou 3.

— =0

Aplicando, entfio, o Teorema 2.1, obtemos u satisfaz a equagio do calor
em [—7,7] % [a, 8] e, em particular, no ponto (xp,tp). Como o ponto
(g, to) é arbitrério, u satisfaz a equagao de calor na faixa R x (0, (4a)™1).
Para provar que u(z,t) = f(zo) quando (z,t) = (zp,0), basta mostrar

Scanned by CamScanner



S'EFEn 10 A Transformada de Fourier 209

que o Lema 2.4 ¢ vilido (veja a demonstragio do Teorema 2.5); proce-
dendo como na demonstracio do lema, a tinica dificuldade & mostrar que

f |f ()= flz)| K {z—y, t) dy = 0 quando t — 07 qualquer que seja
T—y|=0i |
R > 0: usando que |f(z)| < c exp(az?), esta integral ¢ menor ou igual

a (C/y/T) exp(aM?) f exp(—s2)ds + (6/V/F) f exp(—s?) do,
s|=A/V/4k AUB

onde A = {5 <—/(1—4aD) ()1 [R + datz(l — dat)"'[} e B = {5 2

V(1 —4at)(4)~T [R — datz (1 — 4at)~"]}; o resultado segue tomando o

limite quanto ¢ — 07,

2.5. u(z,t) = Ar® + Bz + O+ 24t

2.7, u(z, ) = [erf((a — z)/v/AD) — erf((~a — 2)/VAD)]/2.

2.9. Observe que, para obter solugio u € C*({0,400) x (0, +ﬂ?]} N

C([0, 4-00) x [0, +0c)), f € C([0, +00)) tem que satisfazer a cundin;a::- de

compatibilidade f(0) =0. Fazendo a extensao fmpar F de f, recaimos

+oo
no problema de calor para a reta inteira, logo u(z,t) = j F{y)K{xz—
—00

y,t)dy, t > 0. Para que u seja, de fato, solugio, precisamos que f seja
limitada (ou pelo menos — veja o Exercicio 2.3 acima - |f(z)| < :
a e ¢ constantes positivas). Note que, como F(y) é impar e K(—y,1) é
par como funcao de y, u(0,t) = 0 ¥Vt > 0. Portanto, u definida pela
integral acima para x = 0, ¢ > 0 e u(z,0) = f(z) para z = 0 é solugao
do problema.

10 A Transformada de Fourier

1.1. (i) (2/7)2a(a®+€%)77; (ii) (2a) "/ exp(—£*(42) 71); (iii) 2(2x) 1/
£73(1 — cos€); (iv) a(2m)"2[(a® + (e + €)P)7F + (a® + (e — N7V
(v) —i(2a)~ ¥ fexp(—(c — £)*(4a) ") + exp(—(c + £)*(4a)71)).

1.3. (i) 2(27) Y22~ 2%(1 — cos £); (i) exp(—i3¢ + £2/2); (iii) 2-1/2
exp(—(€ + 1)%/4); (iv) 2(2m)~"*a~¢~*[1 — cos(at)).

400
1.5. (i) Fixe L>0edefinag: R—+Rporg(z)= Y flz+2kL). A
k==ro

40
série converge, pois [f(z +2kL)| £ K[1+(z+2kLY¥ e T 14 (z+

k==-0o0

2kL)?|~! < +oo, ¥z € R. Para mostrar que g € continua, basta mostrar
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que g € continua em [-L, L], pois g é periddica de periodo 2L; por ou-
tro lado, se x € [-L, L], a série converge uniformemente, pois, se k=1,
(2k=1)2L? < [::.-+ELL]3 sef < =1, (2k+1)2L% < [J+E.fi:L]|? ,purl.antﬂ

Elf(z+2kL)| < K E [14-(264+12 L% L4 K (142%) " +I{'Z[1+{2k—
k==o0
k_
1P K |[T% 2 (14 (2k—1)2L%)~!|. Como f é continua, g é
e
continua em [-L, L], lﬂgﬂ em B. De fato, g € CY{B): um argumento
andlogo ao usado acima mostra que a série das derivadas Ef'(z + 2kL)
também converge uniformemente e é peric'ar]jca de perfodo 2L. Por-

tanto, a série de Fourier converge WYz € R e E flz+ 2kL) = g(x)

b=—o0

-ED g(n) explinrz/L) = (2x)V3(2L)~ z: _1" na /L) exp({inmx/L).

==t 11 =0

(ii) Fazendo L = 7 e 2 = 0 na férmula acima, como f flE) = (7/2) 201
e~%¢ o resultado segue direto da férmula.

2.1. Escrevendo ¢%® = cos(£z)+i sen(€x) na Equacic (2.7}, obtemes a

férmula desejada com A(£) = (2m)~V2[fle) + fi—- £)] = n~? _+”"3 f(x)
- = +oe -
cos(£z) dz e B(E) = i(2n) ' 2[f(£)— f(—£)] = =~ | flz)sen(x) dx

£ =0
2.3. Pelo Exercicio 10 da iltima secio do Capitulo 9, o Teorema 2.1
do Capitulo % é vilido para fungoes complexas. Basta aplicar o teorema
n vezes. (Note que, como f é continua, z"f € £° = f € £, Yk =
poooee rnn}
3.1. Jd vimos que a integral existe; como f e g sio continuas, f = g
também o é (veja a demonstracio da continuidade no Teorema 2.1 do
Capitulo 9). Para provar que || f+g[l1 < |[f]li||g]|1 , basta proceder como
na demonstragio do Lema 3.1,
3.3. Subdividindo os intervalos de definicdo de f e de 9 S0 NECESSArio,
existem mimeros ap < 4y < -+ < ay tais que f = E Ajxr, e g =
_1‘_
Tl .
3 dyxi; , onde I; = [aj_1,¢;). Vamos denotar o tamanho de um inter-
i=1
valo T por .
(i) Calculando diretamente obtemos (f+g)(z) = ;M x| A ()], onde
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A =

|£1{EFJ : [:1,;_1‘1 ax) Nz — a5, T — aj_1]. Como cada uma das funcoes
k()| € continua de suporte compacto, f # g também o 6.

(ii) O H?Euita-du segue de um céleulo direto utilizando a eXPressiao para
f * g acima.

(iii) De (i), frge £l logo m é continua; para £ longe da origem,
{I*F;fﬂ = Ef;:ﬂ, ¢ constante, que ¢ integrdvel em [£| > M, VM > 0,
Ogo f = ge L,

|:I'i.":| Como :F:E e I:I g m{£J o (Eﬂ}l—l"rEEAj#kf|&jﬁ:{-'r:||5_’€rdi;

[:Eir}"llmff * g(£) dE = {ij_lﬁlj#k nl}iﬂlmflﬂjk['ﬂ‘”m_i sen(nz) dir,

basta mostrar que, para cada par j, k, esta vltima integral tende a

7| A {{}}J quando n — 4o0o. Para isso, separe a integral em trés usando

a definigdo de |Ayy(z)| e, nas integrais que tém 2 no denominador, faca

uma mudanga de varidvel y = nz e tome o limite.

(v) Use a Proposigio 1.2, o fato de que (f*g)_p = f+ (g-z) € o resultado

de (iv).

8.5. (i) f(€) = (2/m)"/%¢71 sen(ag) se £ £ 0, f(0) = a(2/m)V/%; (ii) /2
(escolha a = 1 e g = f em 3.3(ii) e 3.3(iv)),

4.1. Separe o problema em dois: vy = Cupe + hiz,t), v(z,0) = 0 =
vz, 0) e wy = wgy, w(z,0) = flz), w(z,0) = g(z); o tltimo foi
resolvido no Capitulo 5; fazendo a transformada de Fourier no primeiro,
obtemos 877 = —£2c%W + h(€,t), T(£,0) = 0 = 8:u(€,0), cuja solugao

t e
& (L) = ! /.-_. ¢71 sen(ge(t — 8))h(€,s)ds. Pelo Exercicio 5(i) da

Secdo 3, se F(r,a) = (7/2)/? para |z] < a e 0 para lz| > a, entdo
F(£,a) = €' sen(af) e, portanto, esperamos uma solucio da forma

v(z,t) = (2m)"/? / B(¢, t)e’™ de
¢ - = i
= [1em™ [ Fieclt - o)t )e= de]as

_ ¢ (2m) 12 /ﬂ [F(y et — 8)) % A, 5))(z) ds
~ » t r+c(t—s) ,
= (2¢) /D [/:—.:[t—.ﬂ h( ,s}d*r] ds.
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Logo

u(z,t) = [f(x + ct) + flz — ct)) /2 + (2¢) ! f1+dg(3} ds -+

E—rt

- £ xdclt—a)
+ (2¢) f f h(r, s) dr | ds.
0 x=cft—5)

(Compare cam o Exercicio 3 dos Exercicios Variados do Capitulo 5),
4.3 u(z,2) = eot(f 4 Ki)(x) se t > p, u(z,0) = f(z), z e R.

11 As ldentidades de Green

21. SeA#0eve C}D)N C(D), Av = —xp ¢ C*(D) n ¢(D)
€, em particular, v < C3D). Usando a equacdo e fazendo u = p

na primeira identidade de Green, obtemos f (—Av? + IVu|*) dedy =
f{'u"ﬁ'u + |Vu|?) dedy = f{-ﬂwﬂn}ds = 0, pois v = 0 em 1), logo
..J'L/-u2 dedy = fl?'u|2 drdy > 0e, se v 0, A 2 0. Portanto o pro-
blema sé tem solucdo ndo trivial se A0,

2.3. Aplicando o Corolario 2.2, obtemos f |Vu|*dzdy = 0, o que im-
plica que v ¢ constante.

12 Principios do Maximo e Teoremas de Unicidade

1.1. (i) Fazendo B = B(g, R), pelo Exercicio 2 da primeira SECAO
do Capitulo 11, '/; Auln)dy = / (8u/8n)ds; aplicando entéio & ter-

IE] a8
ceira identidade de Green e a definicio de Fe (veja a demonstracio

do Teorema 1.1), obtemos u(f) = /B{u{ﬂF{fﬂn} — Fe(Ou/On)| ds +

i
Lrmsumd < [ weer)t - @nt i REwon) s
B B

(27)~! In R/ (Gu/dn) ds = {EWR}'ILEuds.
B
(ii) A demnns?rm;ﬁn ¢ inteiramente andloga a do Teorema 1.2 (use (i)).
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(iii) Em (i), tanto no enunciado como na demonstragio, basta trocar =
Por =; quanto a (ii), basta trocar mdximo por minimo no enunciado e
= por = na demonstracio.

(iv) Note que u — v é subharménica em £ pois A(u —v) = Au — Av =
Au>0. Comou—ve C(D) e Q é limitada, u — v atinge seu méximo
M em 11, EclarnqueMl‘_ﬁl]pnis'u-—'u=ﬂemﬂﬂ, De fato, M = 0,
pois, se M > 0, u — v atingiria seu méximo em e, pelo item (i), u —v
seria constante igual a M > 0 em §2, contrariando a continuidade em £2.
Se u for superharmonica, 4 — v & superharménica e u < v em 1.

1.3 v € C*() N C(N) satisfaz Av =0 em 2 e v = (2? + y?) /4 em B
Como v é harménica, v atinge sen maximo e eu minimo em 80, logo
(1/4) < #(0,0) = u(0,0) < (1/2).

1.5 Pelo Teorema 1.1, ge () ;: r < Re B = B(f;r), entdo u{fn) =
{Ewrj‘lj uds = [Efr]l"f u(fy + (reosf, r sen 8))df. Como 1 é
a8 0

limitado e u € C(f2), u é uniformemente contina em 1, logo podemos

passar o limite para dentro da integral quando r — R~, obtendo o
resultado desejado,

1.7 A fungao néo € continua em z? + 3 = 1 pois o denominador se
anula em (1,0).

1.9 Se A # 0, Av=—Av € C(D), logo v € C?(D) e, pelo Exercicio 1 da
Secfo 2 do Capitule 11, o problema s6 tem solugio nao trivial se A > 0.
Se A = 0, pelo Coroldrio 1.3, v =0 é a tinica solucdo,

2.1. O enunciado do teorema ¢ obtido fazendo () = A x (0.7, onde
A € B? é um dominio limitado, e substituindo-se 'y U Pg"l_l I’y por
(8A x [0, T]u(A x {0}) e 'y por A x {T}. Para demonstrar esse teorema
note, em primeiro lugar, que um resultado andlogo ao Lema 2.1 & valido
ou seja, se N C B3 for aberto ¢ se v & C*(Q2) satisfizer Ly > 0 em ﬂ’
entao v ndo terd méaximo local em (: de fato, se (20, ¥o, ta) € O fDEIE!;
um ponto de méximo, Vu(zo, o, 4p) = 0 de modo que, em particular
dv(zg, o, t0) = 0 e Au(zg, yo, t0) > 0; por continuidade, Av(z, ¢, yy) > [1|
para (z,y) em alguma vizinhanca de (zp, Yo) em B? com (z,,t0) € O
logo (z,y) — v(z,y,1n) seria subharménica em alguma vizinhanga d::j-,
(%0, o) e teria maximo em (0. u0) o que implicaria, pelo Exercicio 1
da segao anterior, que v(z,¥,1p) = constante nesta vizinhanca, umg
contradicio, pois Av(z,y,tp) > 0. Com esse lema, a demﬂnbtraééﬂ do
teorema € andloga a do Teorema 2.4, com as seguintes modificages:
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w(z,y) = (M — m)(8RY)~((z — z0)? + (y — w0)?), (z,y) € 4, R>0 tal
que A C B(0; R) € R?; em um ponto de méximo (z1,31,T) € A x {T'}
da funcio v, Av(zy,1,T) < 0 pois, caso contrdrio, (z,y) + v(z, v, T)
seria subharménica e nfo constante em uma vizinhanca de (z1,11) em
A e ndo poderia ter méximo em (x1, 11 ).

2.3. (i) Calcule diretamente Lu.

(ii) 1 nfio tem méximos nem minimos locais (tem apenas um ponto de
sela na origem), logo em cada uma das regides {}; o maximo e o minimo
de u sio atingidos em 8% . Em 04, o méximo é u(—1/2,1/2) = 1/4
e 0 minimo é u(1,1/2) = —2; em 0z, max = u(—1/2,1/2) = 1/4,
min = u(1/2,1/2) = —3/4; em Q3 , max = u(-1/2,1/2) = 1/4, min =
u(2,1/2) = —6; em Tl4, max = u(a,0) = —a?, min = u(b,T) = —b* -
26T (note que, se @ = 0, 0 méximo zero é atingido em {0} x [0,T7).
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GQue obra de arte & o ser humano:
tio nobre no raciocinio; t3o virio na
capacidade; em forma e movimente,
tio preciso e admirdvel, na acio é
como um anjo; no entendimento €
como um Deus; a beleza do mundo,
o exemplo dos animais.

Hamlet - William Shakespeare

Apéndice
Métodos Numeéricos

Nem todos os problemas envolvendo EDPs podem ser facilmente re-
solvidos por métodos algébrico-analiticos. I o caso, por cxcmplﬂ da
equagdo do calor em uma dimensio (1) do Exemplo 1.6, quando o, que
representa o coeficiente de difusdo, néo é constante:

Bu 0%
5~ 1)

Para tais casos usamos os chamados métodos numéricos, que nos permi-
tem encontrar solugbes aproximadas para o problema em questio, sem

que seja necessdrio descobrir explicitamente a fungio u(z, t) que satisfaz
a EDP.

1. Método de Diferencas Finitas

Primeiramente, vamos considerar a derivada de uma fungio de uma

unica varidvel, u = wu(zx), # € R, para em seguida tratar de funcoes
w = u(z, t},iETR Al B
A derivada de uma funciio real u(z) em um valor 2% serd dada pelo
limite ;

i {:ﬁ } xl'n:;ln T Iﬂ 1 {1-.1]

se e somente se este limite existir [1].
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A definigio (1.1) permite a obtengio de uma aproximagao para u'(2%),

0
) i . Hl:-ﬂ.:} =) HEH: j (1.2)
u'{") o R = T
A estratégia apresentada é conhecida como aproximagéo por diferencas
finitas para v'(z") e também pode ser representada da seguinte maneira:

_ u(z? + Az) — u(z") (1.3)
o 5 :

O Método das Diferengas Finitas se baseia na discretizacao do inter-
valo de interesse, ou seja, o intervalo continuo I € R é dividido em um
intervalo discreto Ip = {zp € I : 1 = 2% + kAx , k € £}, de forma que
zg = 2% z; = 2% + Az, 22 = 2%+ 2Az, e assim por diante. Analoga-
mente, temos u(z;) = wy, uw{wa) = ua, e assim por diante. Com estas
definigoes, a derivada u'(2%) pode ser representada basicamente de trés
maneiras distintas, chamadas, respectivamente, de diferenca avangada,
diferenca retrégrada e diferenca centroda

u'(a”)

' (z?) =~ it ‘;;ﬂ, (1.4)

u’(z“] . o ;::ml:n [:1‘5]
. ] — H_

u'(z0) ~ _l'g“ﬁ“l- (1.6)

Como as Equagdes (1.4), (1.5) e (1.6) tratam de aproximagées para
u'(z%), algum erro ¢ introduzido pelo processo de discretizacio. Para
a Equacdo (1.4), da diferenca avancada, o erro “e” pode ser caleulado
expandindo o termo w; em série de Taylor em torno de r{:'],

w'(Z)(Az)?

Uy = u{.ru—r—ﬁm} = u{:n“j+u'r{::n:lﬂ.m+ y 2N < F <2V Ax,

2
(1.7
Substituinde (1.7) em (1.4), obtemos ;
W= ﬁ
' (z%) =~ u'(z") + LT-—JJ, 2° < & < 2%+ Az, (1.8)

A Equagdo (1.8) informa que o erro de truncamento produzide pela
aproximacio (1.4) € proporcional a Az, ou seja, € = O(Az). Deve-
se observar a partir deste resultado que, & medida que Az —+ 0, temos
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€ —+ 0. Fica como exercicio ao leitor demonstrar que os erros dos métodos
da diferenca retrégrada e da diferenca centrada sdo, respectivamente,
O(Az) e O(Az?).

Até agora calculamos as aproximagdes via diferencas finitas para
a derivada de primeira ordem u'(z%). Apresentamos a seguir a apro-
ximagéo por diferencas finitas para u”(z):

w’(2?) ~ U — U o TAr _w—Zuwptu (1.9)
Az Az N Ax? : .

Fica como exercicio ao leitor calcular a ordem do erro de truncamento
introduzido pela Equacéo (1.9).
A derivada de uma funcéo u(z,t) em relagio a = no ponto (z°,t) é
definida como
u(z,t) — u(z" t)
e — Eﬂ

: (1.10)

u =
x .t )= li
z(x, t) m

se este limite existir. Como no caso em que a funcio u depende apenas

de x, ou seja, u = u(z), podemos definir a varidvel discreta I/" para
aproximar as funges u = u(z,t) como

U = u(kAz , mAt), (1.11)

para k € Zem € Z7. Analogamente, podemos estender a definicio
para o caso u = u(z,y,t), ou seja, duas varidveis espaciais 7, y e uma
variavel temporal ¢, da forma

ULy = u(kAz | [Ay , mAt), (1.12)

parak lcEZemecZt,

Com a mesma estratégia usada para obter (1.4) e (1.9), podemos
definir as seguintes aproximacgbes por diferencas finitas:

[ym _ [jm
0

Uz, t) = “]E'ﬂ—a (1.13)

Upt - pm
ug(a, ¢) = =00, (1.14)

o =-2um 4 um
g (') 2 =~ =1, (1.15)
Um+l — 2™ 4 Um—l
0

ug(z, 1) = =0 . (1.16)
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As Equacies (1L14) ¢ (1.14) siio o digeretizagio por diferencas avangadas
[HITE Hm{:,:“‘ t) e 'H:{-'fh ;_'FL respecliviamente. Ilica commo exerciclo obter as
diferencas retrogradn ¢ centradn para as mesmas derivadas parciais,

Consisténcia, Convergéncia e Estabilidade

Vamos considerar L] | wn operador diferencial que represente de forma

compacta uma EDP, Tomemos como exemplo a H]HEL'I;FI':.; do calor consi-
5 e i 2 E

derada anteriormente. Podemos definir L] | = 4 — o4, de modo que

(1) pode ser escrita como
Liu(z,1)] = 0. (1.17)

O processo de diseretizagio por diferengas finitas, para este exemplo,
substituird o operador diferencial L] | pelo operador de diferengas

Urﬂ+] i E-Fn 2[,-";" S EL}’E;:& = :I'_'I"I::t
D)= Azl

No momento oportuno, mostraremos que o operador definido por (1.18)
¢ chamado de Método Totalmente Explicito para a equagio do calor.
Veremos também que existem outros operadores para a mesma EDP,
Por enquanto, é importante observar que a aplicacio de um operador
de diferengas introduz um erro de truncamento, como visto no caso do
operador definido em (1.4). Assim,

D[U"] = e. (1.19)

O operador D[UF"] é dito consistente com a equacio diferencial em
questio se

(1.18)

I =
ae B0 =0 (=20)

Veremos que hd métodos de discretizagio que sio incondicionalmente
consistentes, outros incondicionalmente inconsistentes, e ainda ha os
que sio condicionalmente consistentes. Esses tltimos apresentam, ge-
raiante, alguma condigdo que relaciona Az com A¢ para que haja
consisténcia.

Para definir a convergéncia de um método numerico, vamos consi-
derar u(z,t) a solugio exata de uma determinada EDP e Ug* a solugao
obtida pelo esquema numérico proposto. O método é considerado con-
vergente se

asm U —u(z,8) |=0. (1.21)
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O leitor atento ja deve ter notado que provar a convergéncia de um
esquema numérico ¢ muito dificil, porque, em geral, nao conhecemos a
solugdo exata ufz,t) da EDP em questdo. Este problema serd resolvido
pela aplicagiio do Teorema da Equivaléncia de Lax (1954), que afirma:

Teorema 1.1 (Lax). Dado um problema de valor de contorne/inicial
bem posto e um esquema de diferengas finitas consistente com ele, a
estabilidade é condigdo necessdria e suficiente para e convergéncia.

Este teorema permite que possamos garantir a convergéencia de um
determinado método, através da prova da estabilidade do mesmo. Para
considerar a estabilidade, suponha que E™ seja o erro ou perturbagac
introduzido pelo operador de discretizagio D[ ]. Esta perturbagio se
propaga 4 medida que m — 0o, de acordo com

D[E™] =0. (1.22)

O método é dito estdvel se existe um majorante M € R e um inteiro
positivo J, tal que
|E™ | <M, ¥Ym>J (1.23)

Em outras palavras, o método serd estdvel se a perturbacio E™ for
uniformemente limitada & medida que m — oo,

Usaremos ao longo do texto dois critérios diferentes para verificar a
estabilidade de um determinado esquema numérico de discretizacio: (1)
o Critério de von Neumann, ou de Fourier; (2) o Critério Matricial.

Um método de diferengas D[ | serd comnsiderado won Neumann
estdvel se cada solugio de D[UI'] = 0, onde U™ = gmelk8 g ¢
R ,&(8) € C,I =1, tiver | £ |[< 1+ O(At). Como este método
baseia-se na transformada de Fourier, sugerimos que o leitor esteja fa-
miliarizado com o que foi apresentado nos capitulos 6, 7 e 10.

Além disso, para um método de discretizacio de segunda ordem, o
critério de von Neumann € condicao necessiria e suficiente para a esta-
bilidade. Demonstraremos mais adiante, como exemplo, que o método
definido por (1.18) s6 € ven Neumann estdvel quando 0 < aﬂfﬁf <179
Para o critério matricial, consideramos a relacao

Em-l:—l - {:"Em, (1.24}
onde E™ ¢ o vetor formado pelos erros ET" , j =1,---N e C é uma

matriz N x N. Para satisfazer o critério de estabilidade definido por
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(1.23), a matriz C deve possuir todos os autovalores menores ou iguais
a 1 4+ O{At), em mddulo. Em outras palavras, se p(C) < 1 + O(At),
onde p é o malor valor absoluto dos autovalores, entao o método de
discretizagdo que produziu a matriz C é dito estdvel pelo critério da
matriz.

Uma observagao que deve ser feita é que o critério de von Neumann
deve ser aplicado somente a equagdes lineares com coeficientes constan-
tes, pois tal critério se baseia no principio da superposigio (Proposicao
2.2 - Capitulo 1). Além disso, o critério de von Neumann ignora as
condigdes de contorno, diferentemente do critério da matriz, mas os re-
sultados obtidos por ambos sao geralmente iguais. Isto mostra que a
estabilidade é mais dependente do esquema de discretizagao do que das
condigdes de contorno (DuCHATEAU & ZACHMANN, 1986).

2. Equacoes Parabadlicas

A principal representante para as equagies parabdlicas é a chamada
equacao do calor, apresentada no Capitulo 9, usada para modelar pro-
blemas de difusio. Para uma dimensio espacial, esta equagio pode ser
escrita como

w = flz, thuge + gz, t), flzt) >0, 0<z <, >0,

'I.I-(E,.U} — h[I‘L

u(0,2) = p(t), L
H“Tﬂ — l]'['ﬂ],

onde f(z,t) é o coeficiente de difusio, g(z,t) é a fonte de calor, h(z) é
a condicio inicial e as fungdes p(t) e g(t) sdo as condigdes de contorno
para z = () e z = [, respectivamente.

Por questées de simplicidade, vamos considerar f(z,t) constante po-

sitiva (o?) e g(z,t) = 0, obtendo:

U = Uy, 0< T <, 1 >0,

u(x,0) = h(z),
u(0,£) = p(t), (22)
u(l, t) = a(t).

Conforme visto em capitulos anteriores, (2.2) tem solugio que pode ser
obtida explicitamente, mas vamos estudar este problema por ser mais
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simples e porque os métodos numéricos sio essencialmente os mesmos
para qualquer equagio parabdlica, logo nao héi perda de generalidade.

Método Totalmente Explicito

Vamos substituir os termos u; em (2.2) por w, definido em (1.14),

U207 4

& lpy POT 7y, definido em (1.22). Assim, a EDP em questio
fiea
1 m T T Tl
Lot L e i 1< (2.3)
At Al
conforme (1.18). Explicitando o termo U,:';,“H temaos:
M= § 1T m ] ‘ﬂ'f
O =T+ (1 =200l +0U™ ,0 =0 AL (2.4)

A relagio acima mostra que, dados os valores de I7 em um determinado
mstante de tempo, digamos “m", é possivel obter os valores de U/ para
0 instante seguinte “m 4+ 1",

Para a construgio de um exemplo concreto, vamos tomar (2.2) e
fazer I =1, Az =0.25, o® = 1 e At = 0.01. (Usamos ponto, em vez de
virgula, para separar a parte decimal da inteira porque os programas e
computadores usam esta notagao.) Assim, os pontos nodais na direcio
rsaorg =0, 21 =025, 22 =05, 23 =075, 24 = 1, de modo que
tr=kx Az =5k=x025, k=0,1,2,3,4. Para uma condigao inicial,
digamos h{x) = sen{rz), temos o seguinte prohlema:

Up = U, U= T <1, U"‘-‘:tE:'!|1

u(x, 0) = sen(mwz),

u(0,2) = 0, (2.5)
ufl,t) = 0.

Os seguintes valores de UE sao obtidos pela aplicacio da condicfio inicial-

U =0,

Ug = sen(;ﬂ ~ (.7071,

U —mag) = (2.6)
i = sen(F) = 0.7071,

Ui=0
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#_a ] I
Com base nestes valores, podemos caleular os proximos valores Uy, Us,
Uy aplicando (2.4):

o= n-"!ﬁg - ]ﬂj—z‘],.:g = ().16,
U =0,

Ul = 0.640828, (2.7)
U3 = 0.906272,

U = 0.640828,

Ui =0.

I> importante ressaltar que os valores de U sio obtidos diretamente
pela condigio inicial h(x) = sen(wz), enquanto os valores de U;:;I 580
aproximagbes para os valores de u(z,0.01) para 0 < = < 1, com Az =
0.25.

A solugho exata u(z,1) para (2.5) é

u(w, t) = sen(rz) e, (2.8)

que pode ser obtida pelos métodos discutidos nos capitulos anteriores,
Vamos usar a solugio exata (2.8) para realizar comparagées com os
valores aproximados, obtidos pelo esquema de diferencas (2.4).

A seguir, um programa feito na linguagem de programacio nativa do
software matemdtico Maple 12 (TM), O programa apresentado resolve o
problema (2.5) com Az = 0.1, At = 0.001 e T = 1. O resultado pode
ser visto na Figura 1. O grifico continuo representa a solugdo exata e
08 pontos, a solugio aproximada obtida pelo programa.

Os valores de Az, At e T podem ser mudados, basta efetyar pequenas

modificagoes nas linhas 4, 5 e 6, respectivamente, Também podem ser

alterados o valor de o e a funcio h(z) da condigiio inicial nas linhas 3
e 12,

Listing 1: Método Explicito para a Equacio do Calor

restart;

Digite := 10
alpha = 1
dx = 0.1
dt := 0.01

Scanned by CamScanner



i o o~ &

1
11
12
13
Id
L

1d
17
Ia
14

21
22
23
&1
20

7
48
G
A
a1
43
aa
a4

LECAD

1 EQUACOES PARABOLICAS

LLE] E TS

LR TR

LREEAE

B0 1

0 -

-]

T T v

2 02 ol ap i i

413

Figura 1: Solugio da equagio (2.5) com Az =01, At =0.001e T =1

Tf
np
nT :
sig
for

end :

for

e
for

enid

= .1
= round (1 /dx + 1):

= round (Tf/dt):

= alphas{dt/(dx"2)):
i from 0 to (np-1) do
X = dexi:

Uli] := sin (Pisx):

m from 1 to nT do

t -= dtsm:

V(0] := 0.0:

Vinp-1] := 0.0:

E{0] := 0.0:

E[np—1] = 0.0:

for i from 1 to (np-2) do
3% = rlwwi:
V[i] :

end :

for i from 0 to (np-1) do
uli] = Vil

end :

Ii from 0 to (np-=1) do

print (U[X=i*dx , T=t] = evalf(V[i])):

print {);
print (ALFHA = alpha);

= sig*U[i—1] + (1 — 2«sig)+Uji] + sigeU[§41]:
E[i] := abs (U[i] = sin(Pisx)*exp({—t«Pi"2});
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{ Delta'T

print =
(DeltaX =

print

print
primt

dx);

(sigma = sig);
(T.lingl = t});

print (Pontas =

np);

O mesmo resultado apresentado na Figura 1 estd representado na
Tabela 1, onde comparamos o valor exato de u(z,t) com o valor aproxi-

mado U§* e o erro absoluto definido por | u(x, t) — U |
Tabela 1:
X um u(z, t) Erro Absoluto I

x = 0.0 0.0 0.0 0.0

x = 0.1 | 0.00001651436420 | 0.00001598334349 | 6.9427284 10~'
x = 0.2 | 0.00003141218738 | 0.00003040212597 | 0.00000132058541
x = (.3 | 0.00004323516679 | 0.00004184493652 | 0.00000181762950
x = 0.4 | 0.00005082508685 | 0.00004919167315 | 0.00000213675209
x = 0.5 | 0.00005344160518 | 0.00005172318605 | 0.00000224671411
x = 0.6 | 0.00005082598685 | 0.00004919167314 | 0.00000213675209
x = 0.7 | 0.00004323516679 | 0.00004184493650 | 0.00000181762990
x = 0.8 | 0.00003141218738 | 0.00003040212596 | 0.00000132058542
x = 0.9 | 0.00001651436421 | 0.00001598334345 | 6.9427287 10~
x = 1.0 0.0 0.0 0.0

Consisténcia e Estabilidade

Para a andlise de consisténcia do método, expandimos em série de Taylor
cada termo de (2.3) em torno de UJ" = u(z?, ty):

Urm+1 s ul:.":ﬂ to) + Ja-—“'" At + O(At#),

¥
U = u(z® to) + 2E LAz + 1_5?_)&1:3 L0l Az? 4 ] J—:—H: 2 Az3 + O(Axt),
U — 1) — 200 pg 4§ 02 3 ) 0 | o),

U = u(a", ta).

(2.9)

Substituindo os resultados de (2.9) em (2.3) temos: /)
du 8 u

5 —0lz— +0(At+A2%) =0 (2.10)
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Este resultado deve ser interpretado da seguinte maneira: o esquema
de discretizacio (2.3) resolve a Equacao (2.2), intreduzindo um erro de
truncamento € = O(AL+ Az?), o que mostra que o método é consistente
com a EDP em questio, pois

lim e=0. (2.11)
DA M=

Para verificar a estabilidade, vamos usar o critério de von Neumann,
fazendo as sepuintes substituicdes em (2.4):

gﬂ:_: 'E_ﬂ1 n+1
I.;E,l _ Eﬂiflﬁ’ y (2.12)
UE]. = EITE-IE.
Desta forma, obtemos
M ggelB oy (1 = 200" +atme B, (2.13)

Dividindo toda a equagao por £", temos

£ =0oel® +(1-20)+oe P

= £ =o(el? +e777) + (1 - 20)

= £f=20c038+1-20 (2.14})
= £=1-20(1 — cos B) = 1 — dosen?s

de onde podemos coneluir que —1 < £ <1 se e somente se ¢ < 1/2, on
saja,
"11:551#&2%513’2_ {2]5}
O resultado (2.15) estabelece a condigio necessdria & estabilidade e,
consequentemente, a convergencia do método totalmente explicito para
a equagio do calor. Observe, na Figura 2, o que acontece com o métoda
quando tentamos executd-lo com Ar = 0.1, Al =00l e 0 = 1. Quando
existe algnma condigio para que um método seja estivel [mnvErgenLe)
dizemos que tal método & condicionalmente convergente.
A oscilagdo que pode ser notada & resultado de valores espiirios,
introduzidos por conta do ndo cumpriments da condicio de estabilidade.
Vamos usar o critério da matriz para verificar a estabilidade & con-
cluir que a condigio necessdria serd a mesma obtida pelo eritério de
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von Neumann, Considerando U™ = V® 4+ E™, onde V™ é a solugao da
EDP em um determinado instante e E™ é a perturbagio introduzida
pelo método numérico, o método totalmente explicito para o problema
(2.5) pode ser escrito na forma matricial

gmil Al
pmtl = gmdl g pmdl o g(Bm 4 YT, (2.16)
Em+L = gEm™.

1 J0F

'=-.-ID“':

=1, % KT+

Figura 2: Solugao da equacao (2.5) com Az =01, At =00le T =1.

onde
1=2n o 0 0
o 1—20 o 0
Aij-1n-1) = : ;' , (2.17)
i g 1-2g a
0 0 T 1 —2¢a

de forma que a escolha de Az divide o intervalo 0 € 2 < 1 em N +1
pontos.

Para satisfazer o critério, todos os autovalores A da matriz 4 devem
satisfazer |A| < 1+ O(At), ou seja, p(A) < 1+ O(At). Desta forma, o
erro E™*+! nao é amplificado pelo método, satisfazendo a relagio (1.23).
Para fazer esta demonstragio, vamos recorrer ao seguinte teorema;
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Teorema 2.1 (Gershgorin). Para wma matriz Agw vy, 0 maior atto-

- & ' i
valor em modulo ¢ sempre menor do que o maior valor de 8y = 4=1 |
@i |-

Para a matriz A do método, podemos concluir que todos os autova-
lores estéo no intervalo [1 — 4o , 1], 0 que nos leva & condigao

l—de>-1=0a<1/2 (2.18)
que € a mesma condigio obtida pelo critério de von Neumann.

Método Totalmente Implicito

A discretizacao do termo E%% pode ser efetuada no instante de tempo
m+1, em vez de no instante m, como no método explicito. Quando esta
estratégia é escolhida, temos o chamado método totalmente implicito, e
o esquema de discretizacao fica:

piredk]l _ ramm U|H+1_2HHI+1+L|':1+[

Ut U U .
i i

= UM =gUPH — (20 + DU 4+ oUN o =15

(2.19)

Para ilustrar a utilizacdo do método, vamos usar o problema definido
em (2.5) com Az = 0.25. Assim, temos que avaliar cada U™, dados

os valores de U7, para k = 1,2,3. Vale lembrar que, pela condigao de

L. . 1 _mae
contorno de Dirichlet, Uyt = U7 = 0.

Os seguintes valores de U}, sdo obtidos pela aplicagao da condigao

inicial:

Ug =0,

U = sen(%) = 0.7071,

Uf = sen(%) = 1, (2.20)
Uy = sen( =7 ) = 0.7071,

Uy =0.

Para avaliar cada U}, temos que montar todas as equagbes que surgem

para cada valor de k= 123

U0 =gl — (20 + U} +0Uf , §=1,
U8 = oU} = (20 + 1)U} +0U7 , j=2, (2.21)
U8 =oU} = (20 + 1)U} +0Uy , j=3.
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Podemos escrever estas equacdes como um sistema linear 3 x 3:

204+1 —o 0 Uy Up + ol
- 20+1 -0 x| Us | = g . (2.22)
0 —g 2041 Ul U? + U}

Fazendo At = 0.01, obtemos o = 0.016 e os seguintes valores de Uy

g= uiffg - 1‘:"3"3"l = 0.016,

1=,

Ul = 0.7005400037, (2.23)
U3 = 0.9907144468,

U} = 0.7005409037,

Ll =0.

Para se obter os valores U2, UE, Uk, ..., U, k = 1,2,3, basta repetir o
processo de resolugdo do sistema Imear 3 b 3 Podemos também escrever

este sistema da seguinte maneira;

2w+l —o 0 e U + ol
—r Eﬂ' + .1 —F Um+1 = Uﬂ
0 —o  20+1 U;““’“l U + oUt!
(2.24)
Para valores de Ax que dividem o intervalu 0<z<1emN+1 pontos,
temos o seguinte sistema (N — 1) x (N — 1)
2e+1 —-o 0 .. 0 f U7
- 2041 -0 ... 0 [kl
. : 4 : —
0 es =0 2+1 -0 UJ.’T,:"_H
0 e 0 —¢ 20+1 \ Uy’ /
(2.25)
Uin + JU&"H ‘I.II
g
UN-2
UR_, +oURtt )
A seguir, a listagem de um programa em Maple 12 T, para resolver

a equacio do calor pelo método totalmente implicito. O programa estd
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preparado para os valores o’ = 1, Az = 0.1, At = 0001, T = 1
e condigio inicial h(z) = sen{mz), mas estes podem ser mudados nas

linhas 2, 3, 4, 5 e 13, respectivamente,

Listing 2: Método Implicito para a Equacio do Caler

Digits = 10:

alpha = 1:

de = 0.1:

dt := 0.001:

TL = 2.0

np = round (1/dx + 1};
nT := round (Tf/dt);

81g := alphas«(dt/(dx"2}):
Matrix{np—2,1):
Matrix (np—2,1):
or 1 from 1 to np-2 do
x = dx#{i):
Uli] = sin [Pisx):

A = Matrix(np—2):

All,1] (= 1 + 2s+sig:

All,2] = —sig:

far i from 2 to (np-—3) do
x = dxeli:

Ali,I=1] = —sig:
Ali,i] v= 1 + 2e5ig:
Afi,i41] = —8ig:

end :

Alnp=2np=3] := —sig:

Alnp—2,np—2] = 1 + 2esig:

for m from 1 to ol do

t = dt=m:
¥ := LincarSolve{A,U):
U 1= V;

end :

O resultado da execugiio deste programa pode ser visualizado na Figura
3 (para valores distintos de Ax, At e T' ), onde o grafico continug &g

solugido exata e 08 pontos, a solugao aproximada,
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0,3

02

0,1

1] . . .
o 02 04 06 08

Figura 3: Solugio da Equaciio (2.5) com Az = 0.1, At =001 e
T=10.1.

Consisténcia e Estabilidade

Para a andlise de consisténcia, usaremos a mesma estratégia que foi

adotada para o método totalmente explicito, mas desta vez devere-

mos expandir em série de Taylor os termos UF™", U777 e Ut em

torne de u(z?, ).
UL = u(a?, to) + 2l g 4 1 PuI) A2 LTI AL 1 O(ALY),
Ut = u(a9, ) + o Ii fol Ap 4 Pulzto) Ay %EJ—;—HED‘*“ Az?
aﬂu;nz.m AzAt+ %a?uﬁifu,xn}ﬂtg s %Eﬁuﬂm[; “.to) Azd 4 %ﬂﬂugzﬂ!xﬂl Az?AL

+1 L) AgAL 4 O(AL + Axt),

U™ =y, tp) + Bulzlto) Ny M;%lﬂ.z + %—g—aiuéf't'ﬂ A
_%mﬁt 4 %ahagf“.suzm; s %aauagi”.:n]m,g i %aﬂu mﬂ:ﬂ AzZAL
~1Bus bl Az AR | O(AE + AgY),

Ut = u(z", to).
(2.26)
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Substituindo os resultados de (2.26) em (2,19), obtemos

a't.t 9521{ %
Vi  aUTu AtLATZY =0 2.27)
5~ @ 5z T O(AL+A2%) =0, (
0 que prova que o método é consistente com a EDP em questao € 0 eITo
de truncamento é proporcional a At e Az®.

Para verificar a estabilidade, vamos usar o critério de von Neumann,

UFY = =aUPH 4 (20 4 P gt =g,

(2.28)
UP! = —oUM + (20 + V)UP — aU™, = £™,
de onde temos:
£ = —of™e'P + (20 + 1™ — oM P
= £ U = —aUP + (14 20)UF" — o U
= 1= —ge P+ (1+20) —oe'”
= 1= —g(e P + &™) + (1+20) | (2.29)

= £1=-2rcosB+1+20

= £ 1=1 +4asun2§

1

Sl e 1+dnﬁau=g'

E possivel observar que | € |= 1 para qualguer valor de 5, o que prova
o estabilidade do método. Na Figura 3, temos a execugio do método
para o = 1 que, no método totalmente explicito, causaria instabilidade,
mas, no implicito, ndo. Se, no mesmo exemplo, aumentarmos o tempo
final para T = 1, poderemos observar que a solugio aproximada nio
é muito precisa, mas, mesmo assim, o método se comporta de forma

estavel (Figura 4).
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o 12 B ns ak 1

Figura 4: Solugio da equagiio (2.5) com Az =0.1, At=00leT =L

Método Implicito de Crank-Nicolson

Este método consiste em usar a aproximacao

2 Ar?

8 I(LT{“+1—2E%“+1+UT1+‘-|—U{"—2U5“+ E‘i) (3:30)
fz ~ 2 kA

que é a média aritmética entre os métodos explicito e implicito. Desta
forma, o esquema de discretizagao para a equagao do calor fica:

L,m+1t_Um —a? ( Uptl_gyrtt +UE:;’;+UI““W5"+UTL) _0
o —oUMH 4 (24 20) U — oU™H = U + (2 — 20)UP + oU™,
o=a’£h

(2.31)

0 método definido em (2.31), aplicado ao problema (2.5), produz o

sistema linear (W — 1) x (N — 1) a seguir, considerando que o intervalo
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0 <z <1 foi dividido em N + 1 pontos:

242 -0 0 .. 0 [
- 2420 —-g¢ ... 0 ]
: : X =
§] —F 2+2EF — UJJ!—F]
0 e D =g 2041 U;.“"I‘
2 =20 o 0 0 L ally’
o) 2=20 o {0 g 0
: Z e 5 T :
0 T 2—2a a Uty _a 0
0 0 o 20 +1 U"‘ all5

(2.32)

A exemplo dos métodos explicito e implicito, listamos mais adiante o
codigo em Maple 127M para o método de Crank-Nicolson.

A Figura 5 mostra a solugio aproximada para o Problema (2.5) ob-
tida pelo método de Crank-Nicolson. Vale a pena obsevar que os valores
de Az, At e T 530 os mesmos usados no exemplo da Figura 4 pelo
método totalmente implicito. Repare que o método de Crank-Nicolson
tem uma precisao melhor que os métodos explicito e implicito, pois,
como veremos adiante, o erro introduzido é O{A#* + Ax?),

£ i

1 ai a8 an i

Figura 5: Solugdo da equagao (2.5} com Az =01, At =001e T = 1.
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Consisténcia e Estabilidade

Para verificar a consisténcia, usaremos a mesma estratégia dos métodos
explicito e implicito, ou seja, expandir em série de Taylor os termos
Ut yma ymtl g, U™ e U em torno de u{z", tg) e substituir
em (2.30). A expansdo destes termos ji foi mostrada em (2.9) para
o método explicito e em (2.26) para o método implicito. Fazendo as
substituicdes, temos:
2
% —a”% +O(A + Azg®) = 0. (2.33)

Assim, o método é consistente e o erro de truncamento intrnduFidu é
e = O{At? + Az?), que é menor que o erro dos métodos explicito e
implicito, que produzem um erro e = O(At + Az?).

Para s andlise de estabilidade, vamos usar o critério de von Neumann.
Substituindo U™ = £melif gm (2.31) obtemos a relagio

1 — 20sen’s

g TR O (2.34)
1+ Eusenﬂg

3

de onde podemos deduzir que | £ | <1,V f € R. Assim o método é
incondicionalmente estavel.
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Listing 3: Método de Crank-Nicolson para a Equagio do Calor

Digits = 10:

alpha 1= 1:

dx = 0.1:

dt = 0.01

Tf = 1:

np = round (1/dx + 1}:
0T = round (Tf/dt):

sig = alpha+(dt/{dx"2)):
W i= Matrix{np-2,1);
U = Matrix{np—-2,1}:
Vo= Matrix{np—-2,1):
for i from 1 to np-2 do

x 1= dxs(i}:

Uli]) := sin ([Pi*x}:
end

= Matrix{np-2}:

Afl,1] = 2 4+ 2wsig:
All,2] = —slg:
for | from 2 to (np-3) do

% = dx+i:
Ali i=1] = —sig:
Al 1] p= 2 4 Ax5IE:
Afi,i41] = —sig:
end :
Alnp—2np—3] = —8ig:
Alnp=2.np—2] = 2 4 2#sig:

B :-= Matrix(np—2):

B[1,1] = 2 — 3wsig:
B[1,2] := sig:

for t from 2 to {np—3) do

% = fued
E[jlli—l] = &ulg
]3[11'.] = 7 — Zrgip:
B[i,i+1] = CRE
cnd !
Bnp—2,np=3] = sig:
EEHTJ"E.HF'_E] v 3 — Zegig:

for m from 1 to nT do

t e dtam

W= Multiply(B,U):

Vv := LinearSolve[AW):
U=V

and !
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Condicio de Contorno de Neumann

Até o presente momento, todos o exernplos usidos Dasearan-se no pro-
blema definido em (2.2), no qual as condigiies de conlorno siier elee Diri-
chlet, ou scja, os valores informados na fronteira sito valores da fungio
wlx, £) que desejumos determinar, Se, em ver disso, o problema estipular
os valores da deriviula %—Eﬂ na fronteira, temos a chamada condigio de
contorno de Neumann,

Nesta seciio, vamos definir um problema com condigho de contorno
de Neumann e mostrar como resolvis-lo pelo método de Crank-Nicolson,
Considere o problema

0= . e S
1;{:1 }— +EJ§I+ (2.35)
qlt).

E possivel perceber na definigao do problema (2.35) que og valores da
funcao u(z,t) ndo sao conhecidos em 2 = 0 ¢ = = 1, logo tais valores
deverfio aparecer como incégnitas no cequema de {Liu-rutim-:,:m Assim,
nosso problema agora é obter os valores I:U'“"l U"‘"‘j U"‘"‘l U"“‘H] |
dados (UF, U, ..., Uf_y UF)", de forma que agora temos N + 1 va-
ridveis a determinar, em vez de V — 1, como nos problemas de Dirichlet.
Para incluir Uy e Uy no problema, vamos usar a sepninte aproximacio
para as condi¢es de contorno:

g“[[: tm) Ulﬁt::— = pltm) = p(mit),

Oullin) _ Uneizled = g1 = g(me).

(2.36)

Estas condigtes levam 4s seguintes relagoes:

UZy = U =24z p(tm), UR_, = Uiy, — 287 qltm),
Uﬂ_l_l = U{ﬂ - 24z P{tm-}l]-. I'';I-;I':'.l'ﬂ:iﬂ.l.l = UJ{'?-H —2Ax ‘I{tm-{-l}'
(2.37)
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Montando o sistema (N +1) x (N +1),7=0,--- , N, temos:
~oUN 4 (2 4 20 UMY — gUI L = U™, 4 (2 — 20) U + 0UP

—aUi"*! + (2 4 20) U — gUIH = U + (2 — 20)U" + oUF

~oUNt + (2 4+ 20)UpH — U] = oUR + (2 - 20)UR, +0UR

—oUE + 2+ 20) Ut —oUpt) = oUR | + (2 = 20)UR + oUR Ij'
(2.38

Substituindo (2.37) em (2.38), e representando o sistema na forma ma-
tricial, obtemos:

Y+2 -2 0 .. 0 g+
- 242 -0 ... 0 e
M a A : =
0 -0 2420 -0 U’"H
0 v 0 —e Zmad U’“""
-2 o 0 .. 0 e
o 2—20 o 0 o
-' S S T (¢ 1)
D voaw i 2"‘ Ed' L) Uﬁl‘n_l
0 e 0 o 241 £
20 Ar Rtmar)
0
i :
0
doAz S(t™H)

it m+1:| F{tm+l:| I’{tmg s bt qu:-f‘-m_|_1,} _'?[Im.]l

A Figura 6 mostra a solugao para o problema definido em (2.35)
com p{t) = 0 e g(t) = 0 pelo método de Crank-Nicolson, com Az = 0.1,
At = 0.01 e T = 1, obtida pela execugio do programa em Maple 12 TM
apresentado. Os pontos representam a solugio aproximada e o grifico
continuo, a solugio exata.

A solucdio exata foi obtida considerando-se ¢ — oo, pois, dadas as
condiches de contorno p(t) = 0 e gt) = 0, a fungio u(z,t) tende a se “eg-
tabilizar® com o passar do tempo, ou seja, as trocas de calor deixam de
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a4

1A

0l

0 a1

'

Figura 6: Solugao da Equagio (2.5) com Az =01, At =001eT =1

acontecer. Na realidade, isto corresponde & equagio %‘E = 0, conhecida
como equacio de Laplace (veja o Capitulo 8) e cujos métodos numéricos
veremos em detalhes mais adiante. Por enquanto, basta sabermos que

a solugdo para t — oo pode ser obtida por:

sl fu ' sen(ma)da

(2.40)

Listing 4: Método de Crank-Nicolson para a Equagéo do Calor

alpha = 0.1:
Digits := 3
dx 1=
np := round {1/dx + 1}:
nT := round (Ti/dt):

sig := alphas+{dt/{dx"2)):

|

W := Matrix(np,1):
U := Matrix{np,1):
V := Matrix{np,1):

for i from 2 to (np—1) do
x = dx=(i=1}:
U[i] := sin (Pisx):
end :
u[1] := 0: Ulnp] = 0O:
A = Matrix(np):
Afl1,1] = 2 <+ 2susig:
All,2] = =2esig:
for i from 2 to [(np—1) do

0.1: dt := 0.01: Tf :=

1:
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X oi= dxsij;

Alf,i=1] = —sip:
A.['!.i] = 2 + 2=sig:
AliiH1] = —sig:

end :

Alnp,np-1] := —2»sig:

Alnp,np| = 2 4+ 2esig;

B := Matrix(np):

B{1,1] == 2 — 2s«sig;

B{1,2] := 2es5ig:

for i from 2 to [np-1) do
X o= dx«i:

Bli,i—1] := sig;
Bli,i] = 2 — 2wslg:
E[i,i+l} = gig:

end ;

Blop,np=1] = 2ssig:

Binp,np] = 2 — 2:3ig:
for m from 1 to nT do

t == dtsm:

W := Multiply(B,U):

V := LinearSolve{AW):
1T o=

end ;

3. Equacoes Eliticas

Em primeiro lugar, vamos considerar a equagao de Laplace em uma di-
menséo espacial 4z = 0, com condigio de contorno de Dirichlet, para
em seguida tratarmos da equacao de Poisson em duas dimensoes espa-
ciais, tzr + Uyy = flz, y), ainda com condigéio de contorno de Dirichlet.

A Equacio de Laplace em Dimensao 1

Esta equagio pode ser escrita como uzz = 0 g, com as devidas condigoes
de contorno, pode formar o problema a seguir;

u:l.'-'.l.'-:ﬂ!l U{I{:I'l
u(D) = A, AR, (3.1)
u{l)=B, BeR.

Aplicando o operador de diferengas finitas para o termo ..., temos:

£ -—EL;:+L'..1 —. [3-2]
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E importante observar que, como dito anteriormente, a equagao de
Laplace modela problemas de difusiio no caso limite £ —+ oo, logo as
condigoes iniciais de distribuicao de temperatura, bem como © coefici-
ente de difusio o nao influenciam no resultado final do problema, pelo
menos para condigdes de contorno de Dirichlet.

Para resolver o problema (3.1), vamos tomar como exemplo A = 0,
B = 1. Fazendo Az = 0.25, temos os seguintes pontos no intervalo
discreto: zg = 0, £; = 0.25, 2 = 0.5, 3 = 0.75 e #4 = 1. Assim,
temos as seguintes equagdes obtidas de (3.2):

U — U@ 4+ U =0, j=1,
UP — UL+ UP =0, j=2, (3.3)
UP U +UF =0, j=3.

Pelas condigdes de contorno, US® = A e U® = B, de modo que o sistema.
(3.3) pode ser representado na sesuinte forma matricial:

2 -1 0 ge A
-1 2 =1 |x|luv=|={o0]. (3.4)
0 -1 2 Uge B

Fazendo A = 0, B = 1 & resolvendo o sistema, temos:

U = 0.25,
U2 = (.50, (3.5)
Us® =0.75.

Podemos generalizar este problema para o caso de um valor de Ax que
divida o intervalo 0 < # < 1 em N +1 pontos, de modo que teremos um
sistema (N — 1) % (N — 1) a resolver:

[2 =10 ... 0 [ UF [ A
-1 2 -1 ... 0 Use 0
3 - % =| & |+ (3.6)
) Ry T | Us ., 0

\ 0 ... 0 -1 2 ) \U¥, \ B /

Percebe-se facilmente que a resolugéo do problema (3.1) depende apenas
da resolugio de um sistemna linear uma tinica vez, logo a taxa de con-
vergéncia depende do método escolhido para solucionar o sistema. No
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caso de (3.6), temos uma matriz tridiagonal, simétrica e diagonalmente
dominante, logo o sistema tem solucio tinica (GOLUB & LOAN, 1989).

Virios métodos estio dispgnﬁr{:iﬁ. para a Iuﬁﬂlul;ﬁ.ﬂ de sistemas line-
ares, classificados em duas categorias. (1) Os chamados métodos dli-
retos encontram a solucio exata do sistema através de um niimero fi-
nito de operagdes algébricas. Entre eles, temos o método da eliminagio
de Gauss, a fatoracio LU e outros. (2) Os métodos iterativos encon-
tram soluges aproximadas, através de sequéncias convergentes & solugao
exata, Entre eles, temos os métodos de Gauss-Seidel, de Jacobi, Succes-
sive Overrelaxation (SOR) e outros. Mais detalhes sobre resolugio de
sistemas lineares podem ser encontrados em (GOLUB & LOAN, 1989)
e (DuCHATEAU & ZACHMANN, 1086).

A Equacdo de Poisson em Dimensao 2

Consideremos a equagdo uzr + uy, = f{z,y), conhecida como equagao
de Poisson, com a qual vamos montar um problema de Dirichlet em um
retangulo.

uj_-.: +ﬂyy—f{$,ﬂ)1 ﬂ{:ﬂ{LﬂH Dﬁy{LFJ

u(0,y) = ply),
u(l,y) = qly), (4.7)
u(z,0) = r(z),
u(z, 1) = slz).

Aplicando o operador de diferengas para uzy e uy, definido em (1.22),
temos:

s k—EU e +l-10 + __.;;_+1—5-"”_1 atllie—1 _ .f[

Tyl ..H:}
Upe = Ekﬂ!ﬂ = Qikﬂy] Ujp =r(iAz) , Ujp = s(jAzx),
(3.8)
Se fizermos Az = Ay = h, podemos escrever (3.8) da seguinte forma:

Uk + Us—rk 4 Usern + U1 — 4050 = A2 (25, i),
Uog = plkh) , Uk =q(kh) , Ujp =r(jh), Uiy = s(jh),  (3.9)
D=<ji<N;,0=EkE<N,.
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Vamos tomar como exemplo para o problema (3.9) os valores h = 0.29,
L, = Ly = 1 e as seguintes condigdes de contorno: p{y) = 1, a(y) = 1,
r{iz) =1, s(z) =1 e flz,y) = 2. Assim temos Ny = N, = 5, de forma
que teremos um sistema 9 x O para determinar os valores do seguinte
vetor: ’
(Ur1,U2,1,Us 1, U 2, Uz 2, Us 2, Us 3, Uza, Us,3) ™

Vale ressaltar que os valores Upp = 1, Uy = 1, Ujp = 3 e Uy = 3
sa0 conhecidos pela condigao de contorno de Dirichlet. Desta forma, o
sistema que temos a resolver fica:

—Uhg+dlU —Uha—Us1=Upg1=—(025)2 %2 , j=1, k=1,
=Ugp 4+ AUz —Upa — Uz — U4 = —{(}.25}2 Wi = =],
~Usp+4Us1 —Usga = Usp = Uz = —{0.25}2 x2 ,4=3,k=1,
~hy+dUy o —Uyg—Usa —Upa=—(0.25)>x2 , j=1, k=2,
~g1 +4lsg —Upg —Uga—Uya=—(025)2x2 , j=2, k=2,
—U31+4U32 —Uss —Uya —Uaa = —(0252 %2 , =3, k=2,
—Uha+4lhs—Uha—Uss—Upz=—(025x2 , j=1, k=3,
~Uaa+4-4llas —Usy —Uss—Upg= —{ﬂ.ﬂﬁ]"; ko =% =3,
~Ugo+dUss —Uzg — Uz —Uag=—(025)2x2 , j=3, k=3
. (3.10)
Ezcrevendo este sistema na forma matricial:
f 4 -1 0 -1 0 0 © O :}‘-] |r‘Li'1,1‘~1
-1 4 =1 0 =1 0 g 0 0 Uz
0 =1 4 0 0 -1 @ 0 ] U1
1 0 0 4 <t g =1 0 O tha
0 =] 0 -1 4 -1 0 —1 0 * [.;'2_2 ]
0 0 -1 0 -1 4 0 0 -l (i
0 0 0 -1 0 0 4 -1 0 Us.s
0 1] ] o -1 0 -1 4 -1 Uz 3
Vo0 0 0 0 0 -1 0 -1 4 /) \ U]
(3.11)
2+ Uio+ o
24 s
2+ Uso+ U
2+ Up 2
—(0.25)% x 2
2+U.qlg
24+ Uyq+Upg
24+ Uay

\ 2+ Usad+Uss. /

.E‘:‘uhstituindu as condigoes de contorno, podemos montar e resolver o
sistema com os seguintes comandos Maple TM.
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SECAD 2 EQUACOES ELITICAS

> with(LinearAlgebra):

= A

Mntri:{{ﬂ f

> B:= Matrix (9,1,

> U := LinearSolve(A,—0,25"2+E);

Obtemos assim, o seguinte resultado:

LER
Listing 5: Equaciio de Poisson em 2D

4 =1 0 =L 0 @ B 05 0
_1141_11D5_I|G|U1U1D|
o, =1, 4 0 0, -1,0 ,0,0,
-1, 0,0, e BT =Tl B
e, -1,0,-1,4 ,-1,0,-1,0,
1 RS, o, N, U LI, ) . S, 1
o, o0, 0,-1,0 ,0,4, -1, 0,
B B B 0 =1 ln=t dn=1:
0, 0,0, 0,0 ,—1,;0,—-1, 41);
[4.3,4,3,2,3,4,3,4]);

7,1 = —0.152522935779816515,

Up1 = =0.181407683486238536,

U3 = —0.163417431 192660556,

Ui 2 = —0.1TB684059633027526,

Uy = —0.222262041284403689,

Uy 5 = —0.152522935770816543.
Uz = —0.1814076834B6238563,
Uz s = —0.163417431192660556.

Fica como exercicio montar a formulacio geral do método de diferencas
finitas para o problema (3.7), com valores arbitrérios de Az o Ay.

Consisténcia

De forma andloga aos métodos para equagdes parabdlicas, basta, fazer a

expansao em serie de Taylor dos termos U4,

U;

~1es Ugins Uy

e substituir em (3.8). Com este procedimento, encontramos o erro de
truncamento € = O({Ax® + Ay?), que prova a consisténcia do método.
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4. Equacdes Hiperbélicas

O principal protétipo para as equacoes hiperbélicas é a equagao de onda,
uge = c2Au que, em uma dimenséo espacial, fica

Up = €° Uz, (4.1)

Com esta equagio vamos definir o seguinte problema:

Uty = € Upr ,0 < 2 < 2m,
u(z, ﬂ} = sen(z),
ug(z,0) = 0.

(4.2)
Vamos tratar este problema pelo método explicito e fazer a andlise de
consisténcia e estabilidade do mesmo.

Meétodo Explicito
Aplicando os operadores de diferenga definidos em (1.22) e (1.23), temaos:

Urntl _ o+ Ut QU 205" + U 13
At? 2 As? ‘ (43)

De onde deduzimos
Ut = AU — U + UTY) + 208 - U™, (4.4)

sendo s = £=.

Para aplicar (4.4) na resolugio do problema (4.2), deve-se fazer Us =
70, devido & condigdo inicial w(x,0) = 0. A seguir, a listagem do
programa em Maple TM que resolve o problema (4.2) com Az = 0.1,
At =001, ¢ =1eT =m, no intervalo 0 < x < 2.
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SECAD 4. EQUACHES HiPE )
REOLICAS 995

Listing 6: Equacgio da Onda 1D

8 i= 0: b := 24P1:
dx == 0.1: dt := 0.01:
c == 1: Tf := Pi:
np := round ((b = a)/dx + 1):
8 = dt/dx:
BT = round (Tf/dt);
for i from 0 to np—1 do

X = (dxwij:

Uli] = sin(x);

V[i] = sin(x):
e
W[0] = 0:
Wlap-1] := 0:
for i from 0 te oT do

t o= dt=i:

far j from 1 to np-2 do

W[j]] = exe "2 (V[j+1] = V(] + V[i=1]) + 2V[]] ~ U[J

end

for k from 0 to (np-1) do
Ulk] = V[k]:

end :

for k from 0 to (np-1) do
Vik] = Wk|:

end :

end :

Figura 7: Equacio de Onda.

O resultado da execugdo deste programa pode ser visto na Figura 7,
onde os pontos correspondem & solugéo numeérica e o grafico continuo &
solugdo exata u(z,t) = sen(z) cos(t).
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Consisténcia e Estabilidade

De forma andloga aos métodos para equacdes parabdlicas e eliticas, basta
fazer a expansio em série de Taylor dos termos U™+, U™, UJ" ¢ UZ)
em torno de U = u(z?, %) e substituir em (4.3), de onde encontramaos

U = 2 Uy + O(AZ* + AL?), (4.5)

que mostra que o erro de truncamento introduzido pelo esquema de
discretizacio é € = O(Az? + At?). Em outras palavras, o método é
pstavel, pois € — 0 quando Az, At — 0.

Quanto 4 estabilidade, basta fazer em (4.3) as substituigoes

Lp — Eﬂ‘!
AL
4
Ua’-r-l- — £m+ .
Ul =gl (4.6)
U = gme'?,
U = e,
i, w 0P
o= o
=0
1= e
0 ; : A
] i 2 1 1 5
« |, 107
-2, B0
=3, gt
=, W | 0P

Figura 8: Equagdo de Onda - Instabilidade.

de onde conclui-se que o método s6 é estdvel se ¢*s* < 1, ou seja, o
método é condicionalmente estdvel. Como exemplo, temos a Figura 8,
onde o método foi aplicado ao problema (4.2) com Az = 0.1 e At = 0.2.
Com estes valores, temos ¢?s* = 4, gerando instabilidade.
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5. Exercicios

1. Obtenha o erro de truncamento introduzido pela diferenca retrograda
g — it
u’{&:”] oY ———
A
2. Obtenha o erro de truncamento introduzido pela diferenca centrada
] — U
u'(zl) = B s
2Ar
4. Obtenha o erro de truncamento introduzido pela diferenca

reo0y U] — Zdupg 4+ u_)
u'(x") = A?

para a derivada de segunda ordem.

4. Execute o programa da Listagem 1 (Método Explicito para Equagao
do Calor) com valores variados de Az, At e T. Que conclusbes podemos
tirar em relacdo ao valores de Az, At 7

5. Execute os programas das Listagens 2 e 3 com os mesmos valores de
Ax, At e T, usados no Exercicio 4. Compare os resultados.

G. Use o programa da Listagem 6 para obter a solucio do problema
(4.2) para os seguintes valores de T: I, T, <&, T, '-13’-’-, HT“ % e 2.
Compare 0s resultados obtidos com os graficos da Figura 20 (Exemplo

2.1 do Capiitulo 5).
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